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内 容 简 介 


本 书 是 为 理工 科 院 校 各 专业 本 科 生 、 研 究 生 开设 的 “数值 计算 方法 ”课程 
而 编写 的 教材 , 全书 系 统 地 介绍 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 分 析 理 
论 , 方 法 及 有 关 应 用 ,内 容 包括 误差 分 析 、 线 性 方程 组 的 直接 解法 与 迭代 解 
法 、 非 线性 方程 的 数值 解法 ,矩阵 的 特征 值 与 特征 向 基 的 计算 、 揪 值 法 与 曲线 
MG ,数值 积分 与 数值 微分 、 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 等 . 本 书 取材 新 
颖 、 闹 述 严 谨 、 内 容 丰 富 、 重 点 突出 ,推导 详尽 .思路 清晰 、 深 入 浅 出、 富有 启发 
性 ,便于 教学 与 自学 . 为 了 加 强 对 学 生 基 本 知识 的 训练 与 综合 能 力 的 培养 ,每 
章 末 都 配备 了 小 结 并 精 选 了 相当 数量 的 算法 与 C 语言 程序 设计 上 机 实例 、 
复习 思考 题 及 综合 练习 题 ,以 便 读 者 巩固 ,复习 ,应 用 所 学 知识 , 书 末 附 有 习 
题 答案 与 提示 ,可 供 教师 与 学 生 参 考 . 

本 书 可 作为 理工 科 院 校 各 专业 本 科 生 、 研 究 生 “数值 计算 方法 "课程 的 教 
材 或 教学 参考 书 ,也 可 供 从 事 数值 计算 的 科技 工作 者 学 习 参 考 . 
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随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 与 计算 机 技术 的 广泛 应 用 ,数值 
计算 越 来 越 显示 出 其 重要 作用 ,科学 计算 的 重要 性 被 全 来 念 多 
的 人 所 认识 , 而 对 于 当今 信息 社会 的 大 学 生 而 言 , 则 更 应 当 具 
备 这 方面 的 知识 与 能 力 ,事实 上 ,在 众多 科技 与 工程 领域 中 ,如 
果 没 有 科学 计算 ,就 不 可 能 产生 一 流 的 研究 成 果 , 由 此 可 见 科 
学 计算 在 科技 发 展 中 的 重要 性 , 正 因 如 此 ,许多 理工 科大 学 都 
已 将 “计算 方法 ” 列 为 了 大 学 生 与 硕士 研究 生 的 必修 课程 ,以 便 
学 生 将 来 能 为 众多 的 科学 与 工程 技术 问题 提供 准确 有效、 可 
第、 科学 的 数值 计算 方法 . 

为 了 进一步 提高 数值 计算 方法 的 教学 质量 ,更 好 地 满足 新 
世纪 对 高 等 理工 科 院 校 培养 复合 型 高 素质 人 才 的 要 求 ,我 们 在 
紧 扣 教育 部 最 新 颁布 的 工科 院 校 “ 计 算 方法 ”教学 大 纲 的 前 提 

下 ,结合 多 年 的 教学 研究 与 实践 , 博 采 众 家 之 长 并 针对 理工 科 

院 校 学 生 学 习 计 算 方法 的 实际 需要 ,几经 易 稿 编写 了 本 书 , 在 
编写 过 程 中 ,我 们 既 充 分 考虑 到 现代 科学 技术 发 展 的 需要 ，, 系 
统 地 介绍 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 计算 方法 、 理 论 
及 其 应 用 ,又 充分 考虑 到 理工 科 院 校 开设 “计算 方法 ”课程 的 教 
学 特点 和 需要 ,在 遵循 本 学 科 科 学 性 与 系统 性 、 基 础 性 与 实用 
性 并 重 的 前 提 下 ,尽量 注意 员 彻 由 浅 入 深 、 箱 序 渐进 、 融 会 贯通 
的 教学 原则 与 直观 形象 的 教学 方法 , 既 注意 现代 数值 计算 方法 
基本 概念 .基本 理论 和 方法 的 阔 述 ,又 注意 对 学 生 基 本 计算 、 纺 
程 能 力 的 训练 和 分 析 问 题 \ 解 决 问题 能 力 的 培养 ,以 达到 使 学 
生 真 正 掌握 好 这 门 课程 之 目的 . 此 外 ,本 书 每 章 末 还 都 配备 了 
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小 结 、 算 法 及 C 语言 程序 设计 实例 .复习 思考 题 和 综合 练习 题 ， 
以 供 读者 巩固 、 复 习 、 应 用 所 学 知识 . 书 末 附 有 习题 答案 与 提 
示 , 可 供 教师 与 学 生 参 考 . 

本 书 可 作为 高 等 理工 科 院 校本 科 生 、 研究 生 “ 计 算 方法 ” 课 
的 教材 或 教学 参考 书 . 全 书 共 分 八 章 , 内 容 包 括 : 数值 计算 中 的 
误差 分 析 , 线 性 方程 组 的 数值 解法 , 非 线性 方程 的 数值 解法 ,起 
阵 的 特征 值 及 特征 向 曹 的 计算 ,插值 法 ,最 小 二 乘法 与 曲线 拟 
合 ,数值 微 积分 , 常 微分 方程 的 数值 解法 等 . 本 书 结构 严 说、 逻 
辑 清晰 .深入 浅 出、 分 析 深刻 .富有 新 意 , 便 于 教学 与 阅读 , 书 中 
内 容 包 括 了 现代 科学 与 工程 计算 中 常用 的 数值 分 析 理 论 及 方 
法 ,本 书 各 章 内 容 具 有 一 定 的 独立 性 , 讲 投 全 书 约 需 72 学 时 ， 
但 根据 实际 情况 与 专业 需要 , 删 去 部 分 内 容 , 也 可 适用 于 40— 
60 学 时 的 教学 需要 ， 

本 书 由 肖 和 说 南 教 授 主 编 ,编著 者 为 肖 和 被 南 教授 、 赵 来 军 博 
士 与 党 林立 博士 . 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,得 到 了 北京 大 学 出 版 
社 的 大 力 支持 与 帮助 ,责任 编辑 刘 勇 副 编 审 为 本 书 的 出 版 付出 
了 位 勤劳 动 , 在 此 一 并 表示 诚挚 的 谢意 ， 

我 们 说 将 本 书 奉 献 给 读者 ,希望 它 能 成 为 每 位 读者 学 习 数 
值 计 算 方法 的 良师益友 ,限于 编者 水 平 , 书 中 难免 有 不 妥 之 处 ， 
T K L KLP 


编 者 
2003 年 5 月 
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第 一 章 ”数值 计算 中 的 误差 分 析 
$1 数值 计算 的 对 象 、 任 务 与 特点 


随 着 电子 计算 机 的 普及 与 发 展 , 数 值 计算 已 成 为 科学 研究 与 
工程 设计 中 必 不 可 少 的 重要 手段 . 在 科学 技术 高 速 发 展 的 今天 ,学 
习 . 掌 所 数值 计算 方法 并 会 用 电子 计算 机 来 解决 科研 与 工程 实际 
中 的 数值 计算 问题 ,已 成 为 广大 科技 与 工程 技术 人 员 的 迫切 需要 . 
因此 ,在 理工 科 高 等 院 校 的 本 科 生 与 研究 生 的 教育 中 ,很 多 专业 者 
将 数值 计算 方法 列 为 必修 课程 

数值 计算 方法 (也 称 计算 方法 ,数值 方法 ) 是 研究 科学 与 工程 
技术 中 数学 问题 的 数值 解 及 其 理论 的 一 个 数学 分 支 , 它 的 涉及 面 
很 广 ,如 涉及 代数 、 微 积分 、 微 分 方程 的 数值 解 等 问题 . 自 电 子 计算 
机 成 为 数值 计算 的 主要 工具 以 来 ,数值 计算 方法 的 主要 任务 就 是 
研究 适合 于 在 计算 机 上 使 用 的 数值 计算 方法 及 与 此 相关 的 理论 ， 
如 方法 的 收敛 性 、 稳 定性 以 及 误差 分 析 等 ,此 外 ,还 要 根据 计算 机 
的 特点 研究 计算 时 间 最 短 、 需 要 计算 机 内 存 最 少 等 计算 方法 问题 . 
我 们 从 计算 机 解决 科学 计算 问题 时 经 历 的 几 个 过 程 : 实际 问题 
一 数学 模型 一 提出 数学 问题 -一 设计 高 效 , 可 靠 的 数值 计算 方法 
一 程序 设计 -上 机 计算 求 出 结果 ,可 以 看 出 ,由 实际 问题 的 提出 
到 上 机 求 得 问题 解答 ,整个 过 程 的 关键 是 如 何 根据 数学 模型 提出 
求解 的 数值 计算 方法 直到 编 出 程序 上 机 算出 结果 ,这 一 过 程 既是 
计算 数学 的 任务 ,也 是 数值 计算 方法 的 研究 对 象 . 可 见 ,数值 计算 
方法 不 同 于 纯 数学 的 是 , 它 既 具有 数学 的 抽象 性 与 严格 性 ,又 具有 
应 用 的 广泛 性 与 实际 试验 的 技术 性 , 它 是 一 门 与 计算 机 紧密 结合 
的 实用 性 很 强 的 有 着 自身 研究 方法 与 理论 系统 的 计算 数学 课程 

$ 


具体 而 言 ,数值 计算 方法 的 特点 可 概括 为 : 应 提供 能 让 计算 机 直 
接 处 理 的 ,包括 加 减 乘除 运算 和 逻辑 运算 及 具有 完整 解 题 步 又 的 ， 
切实 可 行 的 有 效 算法 与 程序 , 它 可 用 框图 、 算 法 语言 .数学 语言 或 
自然 语言 来 描述 ,并 有 可 靠 的 理论 分 析 , 能 任意 逼近 上 且 达到 精度 要 
求 ,对 近似 算法 应 保证 收敛 性 和 数值 稳定 性 、 进 行 必 要 的 误差 分 
析 . 此 外 ,还 要 注意 算法 能 否 在 计算 机 上 实现 ,应 避免 因数 值 方法 
选用 不 当 、 程 序 设计 不 合理 而 导致 超过 计算 机 的 存 贮 能 力 , 或 导致 
计算 结果 精度 不 高 等 . 

根据 “数值 计算 ”的 特点 ,学 习 本 课程 时 ,我 们 应 首先 注意 掌握 
数值 计算 方法 的 基本 原理 和 思想 ,注意 方法 处 理 的 技巧 及 其 与 计 
算 机 的 密切 结合 ,重视 误差 分 析 ,收敛 性 及 稳定 性 的 基本 理论 ;其 
次 还 要 注意 方法 的 使 用 条 件 ,通过 各 种 方法 的 比较 ,了 解 各 种 方法 
的 异同 及 优 缺点 ;为 了 学 好 这 门 课程 ,我 们 还 应 通过 一 定数 量 的 理 
论 与 计算 练习 ,培养 与 提高 我 们 使 用 各 种 数值 计算 方法 解决 实际 
计算 问题 的 能 力 . 


§ 2 ”误差 与 数值 计算 的 误差 估计 


一 、 误 差 的 来 源 与 分 类 


在 数值 计算 过 程 中 ,估计 计算 结果 的 精确 度 是 十 分 重要 的 工 
作 , 而 影响 精确 度 的 因素 是 各 种 各 样 的 误差 ,它们 可 分 为 两 大 类 ， 
一 类 称 为 “过 失误 差 ”, 它 一 般 是 由 人 为 造成 的 ,这 是 可 以 避免 的 ， 
故 在 “数值 计算 ”中 我 们 不 讨论 它 ;而 另 一 类 称 为 “ 非 过 失误 差 ”, 这 
在 “数值 计算 ”中 往往 是 无 法 避免 的 ,也 是 我 们 要 研究 的 . 按照 它们 
的 来 源 ,误差 可 分 为 以 下 四 种 ; 

1. 模型 误差 

用 数值 计算 方法 解决 实际 问题 时 ,首先 必须 建立 数学 模型 . 由 
于 实际 问题 的 复杂 性 ,在 对 实际 问题 进行 抽象 与 简化 时 ,往往 为 了 
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抓 住 主要 因素 而 忽略 了 一 些 次 要 因素 ,这 样 就 会 使 得 建立 起 来 的 
数学 模型 只 是 复杂 客观 现象 的 一 种 近似 描述 , 它 与 实际 问题 之 间 
总 会 存在 一 定 的 误差 . 我 们 把 数学 模型 与 实际 问题 之 间 出 现 的 这 
种 误差 称 为 模型 误差 . 

2. 观测 误差 

在 数学 模型 中 往往 包含 一 些 由 观测 或 实验 得 来 的 物理 其 ,由 
证 测 基 工 具 精 度 和 测 基 手段 的 限制 ,它们 与 实际 基 大 小 之 间 必 然 
存在 误差 ,这 种 误差 称 为 观测 误差 . 

3. 截断 误差 

由 实际 问题 建立 起 来 的 数学 模型 ,在 很 多 情况 下 要 得 到 准确 
解 是 困难 的 ,通常 要 用 数值 方法 求 出 它 的 近似 解 . 例如 常用 有 限 过 
程 般 近 无 限 过 程 ,用 能 计算 的 问题 代替 不 能 计算 的 问题 . 这 种 数学 
模型 的 精确 解 与 由 数值 方法 求 出 的 近似 解 之 间 的 误差 称 为 截断 误 
差 ,由 十 截断 误差 是 数值 计算 方法 固有 的 , 故 又 称 为 方法 误差 ， 

例如 用 函数 f(z) 的 泰勒 (Taylor) 展 开 式 的 部 分 和 S,(x) 去 近 
似 代替 f(x) ,其 余 项 R, 就 是 真 值 f(z) 的 截断 误差 . 

4. 会 入 误差 

用 计算 机 进行 数值 计算 时 ,由 于 计算 机 的 位 数 有 限 ,计算 时 只 
能 对 超过 位 数 的 数字 进行 四 会 五 入 ,由 此 产生 的 误差 称 为 使 信 误 
差 . 例如 用 2. 71828 作为 无 理 数 e 的 近似 值 产生 的 误差 就 是 合 入 
误差 . 应 请 读者 注意 的 是 ,虽然 少 其 的 合 入 误差 是 微不足道 的 ,但 
在 计算 机 上 完成 了 千 百 万 次 运算 之 后 , 舍 和 人 误差 的 积累 却 可 能 是 
十 分 惊人 的 . 

综 上 所 述 ,数值 计算 中 除了 可 以 完全 避免 的 过 失误 差 外 ,还 存 
在 难以 回避 的 模型 误差 ,观测 误差 截断 误差 和 舍 入 误差 . 而 在 这 
四 种 误差 来 源 的 分 析 中 ,前 两 种 误差 是 客观 存在 的 ,后 两 种 误差 是 
由 计算 方法 所 引起 的 . 因此 ,后 两 种 误差 将 是 数值 计算 方法 的 主要 
研究 对 象 ,讨论 它们 在 计算 过 程 中 的 传播 和 对 计算 结果 的 影响 ,并 
找 出 误差 的 界 , 对 研究 误差 的 渐 近 特性 和 改进 算法 的 近似 程度 具 
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有 重大 的 实际 意义 . 
二 、 误差 与 有 效 数字 


1. 绝对 误差 与 绝对 误差 限 
设 某 一 其 的 精确 值 为 z, 其 近似 值 为 xz" , 则 称 
E(z) = х — х" 
为 近似 值 x* 的 绝对 误差 ,简称 误差 . 
当 E(xz) 之 0 时 , 称 x' 为 弱 近 似 值 或 亏 近 似 值 , 当 E< 
时 , 称 x' 为 强 近 似 值 或 到 近似 值 . 
一 般 地 , 某 一 二 的 精确 值 x 是 不 知道 的 ,因而 (zx) 也 无 法 求 
出 ,但 往往 可 以 估计 出 EC(z) 的 上 界 , 即 存在 7>>0, 使 得 
Еб) | = |= — z" | <, 
此 时 , 称 7 为 近似 值 x' 的 绝对 误差 限 ,简称 误差 限 或 精度 . 7 越 
小 ,表示 近似 值 x* 的 精度 越 高 . 显然 有 
1 -9< 292° +07. 
有 时 也 用 
х=х'*' +1] 
来 表示 近似 值 z "的 精度 或 精确 值 x 的 所 在 范围 , 绝对 误差 是 有 十 
纲 的 ， 
例如 ,用 毫米 刻度 的 直 尺 去 测量 一 长 度 为 zx 的 物体 , 测 得 其 
近似 值 为 二 一 84 mm, 由 于 直 尺 以 堂 米 为 刻度 ,所 以 其 误差 不 超 
过 0.5 тт, В} 


ix — 84| < 0. 5(тт). 

这 样 ,虽然 不 能 得 出 准确 值 > 的 长 度 是 多 少 ,但 从 这 个 不 等 

式 可 以 知道 z 的 范围 是 
83.5mm < z < 84. 5 тт, 

即 说 明 > 必 在 [83.5 mm,84.5 mm] 内 . 

2. 相对 误差 与 相对 误差 限 

用 绝对 误差 来 刻画 一 个 近似 值 的 精确 程度 是 有 局 限 性 的 ,在 
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很 多 场合 中 它 无 法 显示 出 近似 值 的 准确 程度 . 如 测量 100 m 和 
10m 两 个 长 度 , 若 它们 的 绝对 误差 都 是 1 cm ,显然 前 者 的 测量 结 
果 比 后 者 的 准确 . 由 此 可 见 ,决定 一 个 量 的 近似 值 的 精确 度 , 除 了 
要 看 绝对 误差 的 大 小 外 ,还 必须 考虑 该 量 本 身 的 大 小 ,为 此 引入 相 
对 误差 的 概念 ， 
绝对 误差 与 精确 值 之 比 , 即 称 
Еш) _ z — z° 
T = 


Е,(х) = 


为 近似 值 с" 的 相对 误差 . 在 实际 中 ,由 于 精确 值 x 一 般 无 法 知道 ， 
因此 往往 取 


Er (z) = 2 == 
作为 近似 值 z* 的 相对 误差 ， 
类 似 于 绝对 误差 的 情况 , 若 存在 0220, 
Ес = |= |<, 
ДЕ 
则 称 6 为 近似 值 x* 的 相对 误差 限 , 相对 误差 是 无 其 纲 的 数 ,通常 
用 百分比 表示 , 称 为 百 分 误 差 . 


根据 上 述 定义 可 知 , 当 |z 一 z "| 委 1cm 时 ,测量 100m 物体 时 
的 相对 误差 


К PAAS И i 
ЇЕ со = тообу 0.01%， 
测 基 10m 物体 时 的 相对 误差 
Eg 
|Е,(х)| = 1000 7 ° 1%. 


可 见 前 者 的 测量 结果 要 比 后 者 精确 . 所 以 ,在 分 析 误差 时 ,相对 误 
. 差 更 能 刻画 误差 的 特性 ， 
3. 有 效 数 字 
为 了 能 给 出 一 种 数 的 表示 法 ,使 之 既 能 表示 其 大 小 ,又 能 表示 
其 精确 程度 ,于 是 需要 引进 有 效 数字 的 概念 . 在 实际 计算 中 , 当 准 
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确 值 x 有 很 多 位 数 时 ,我 们 常 按 四 舍 五 入 的 原则 得 到 x 的 近似 值 
z 例如 无 理 数 
е = 2.718281828…， 
若 按 四 售 五 入 原则 分 别 取 三 位 和 六 位 小 数 时 , 则 得 
e ~ 2.72, елу 2.71828. 
不 管 取 几 位 小 数 得 到 的 近似 数 , 其 绝对 误差 都 不 超过 末 位 数 的 半 
个 单位 , 即 


le 一 2.72| < + x 10°, 


le — 2.71828| <+ x 107%. 
下 面 我 们 将 四 舍 五 入 抽象 成 数学 语言 ,进而 引进 “有 效 数字 ” 
车 近似 值 x' 的 绝对 误差 限 是 某 一 位 的 半 个 单位 ,就 称 其 “ 准 
确 ” 到 这 一 位 , 且 从 该 位 直到 x' 的 第 一 位 非 零 数字 共有 位 , 则 称 
近似 数 r H n 位 有 效 数字 . 
引入 有 效 数字 概念 后 ,我 们 规定 所 写 出 的 数 都 应 该 是 有 效 数 
字 , 且 在 同一 计算 问题 中 ,参加 运算 的 数 ,都 应 该 有 相同 的 有 效 数 
F. 
例如 ,下 列 各 数 358. 467,0. 00427511,8. 000034,8. 000034 х 
10 的 具有 5 位 有 效 数字 的 近似 值 分 别 是 358. 47,0. 0042751, 
8. 0000 ,8000. 0. 
注意 : 8.000034 的 5 位 有 效 数字 是 8. 0000, 而 不 是 8, 因 为 8 
只 有 1 位 有 效 数字 .前 者 精确 到 0. 0001, 而 后 者 仅 精 确 到 1, 两 者 
相差 是 很 大 的 . 显然 ,前 者 远 较 后 者 精确 ,由 此 可 见 ,有 效 数字 尾部 
的 零 不 能 随意 省 去 ,以 免 损失 精度 ， 
一 般 地 ,任何 一 个 实数 > 经 四 合 五 入 后 得 到 的 近似 值 "都 可 
写成 如 下 标准 形式 
х' =+ (а, X 107! + a, X 107? + +: + а, X 107") X 10". 
(1.2.1) 


所 以 , 当 其 绝对 误差 限 满足 
je- <} x 10"-" (1.2. 2) 


时 , 则 称 近 似 值 z* 具 有 位 有 效 数字 ,其 中 m 为 整数 , a 是 1 到 
9 中 的 一 个 数字 , azas," a, 是 0 到 9 中 的 数字 . 
根据 上 述 有 效 数字 的 定义 ,不 难 验证 的 近似 值 2. 71828 R: 
有 6 位 有 效 数字 . 事实 上 ， 
2.71828 = (2 X 107! + 7 X 102 +1 X 107° + 8 X 107* 
+ 2 X 1075 + 8 X 107%) X 10. 
XE m= 1,n=6. 因为 


le 一 2.71828| = 0. 000001828… < 1 x 1075, 


2 
所 以 它 具 有 6 位 有 效 数 字 ， 

有 效 数字 不 但 给 出 了 近似 值 的 大 小 ,而 且 还 给 出 了 它 的 绝对 
RAR. 例如 有 效 数字 3567. 82,0. а ‚0. 4230X 107° 7% 
ХЕ Я E 107°, 1 107, 1.1079, 必须 注意 ,在 有 效 
数字 的 记 法 中 ,0. 423X10-: 与 0.4230X10-: 是 有 区 别 的 ,前 者 只 
有 3 位 有 效 数字 ,而 后 者 则 具有 4 位 有 效 数 字 ， 

还 需 指出 的 是 ,一 个 准确 数字 的 有 效 数 字 的 位 数 ,应 当 说 有 无 
穷 多 位 ,例如 1/8=0.125 不 能 说 只 有 3 位 有 效 数 字 ， 

有 效 数字 与 绝对 误差 .相对 误差 有 如 下 关系 : 

(1) 车 某 数 z 的 近似 值 z* 有 位 有 效 数字 , 则 此 近似 值 х" 
的 绝对 误差 限 为 

[а= z* | < 全 x 10" 
由 此 可 见 , 当 m 一 定时 ,有 效 数字 位 数 n 越 多 ,其 绝对 误差 限 越 
小 . 

《2) ЖНА. 2. 1) 式 表示 的 近似 数 z* 具 有 n 位 有 效 数字 , 则 

其 相对 误差 限 为 
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|E; G) | < 2: дтн, (1. 2. 3) 
反之 , 若 z" 的 相对 误差 限 满足 
IE; WI < za yy X O, (1.2.4) 
1 
NEDRE п О. 
事实 上 ,由 (1. 2.1) 式 可 知 
e, X10 < |z" | < (e, + 1) X 10 1 


所 以 
1 a 
E SU аш 
. == 2'| 2 21. БС97 
|E? (х) | = РШ < атт =a Х 10 A 
反之 ,由 
а= ж" |= |=* | * |E; (z)| 
”—1 1 _%@=—1). 
< (а + 1) X 10 X ару X 10 
Z mn 
= x 10 


Ж, z' 至 少 具 有 位 有 效 数字 . 

可 见 有 效 数 字 的 位 数 越 多 ,相对 误差 限 就 越 小 , 即 近似 数 的 有 
效 位 数 越 多 ,用 这 个 近似 数 去 近似 代替 准确 值 的 精度 就 越 高 . 

例 1 为 使 V20 的 近似 值 的 相对 误差 小 于 1% , 问 至 少 应 取 几 
位 有 效 数字 ? 

解 V20 的 近似 值 的 首位 非 零 数字 是 a1=4, 由 (1. 2.3) 式 有 


IE; (z)| = = x 107" <1%, 
解 之 得 n> 0 п=3 即 可 满足 要 求 . 也 就 是 说 只 要 /20 的 近似 


值 具有 3 位 有 效 数字 ,就 能 保证 M20~4. 47 的 相对 误差 小 于 1%. 
三 、 数 值 计 算 的 误差 估计 


数值 计算 中 误差 产生 与 传播 的 情况 非常 复杂 ,参与 运算 的 数 
8 


据 往往 都 是 些 近似 数 ,它们 都 带 有 误差 . 而 这 些 数据 的 误差 在 多 次 
运算 中 又 会 进行 传播 ,使 计算 结果 产生 一 定 的 误差 ,这 就 是 误差 的 
传播 问题 . 以 下 介绍 利用 函数 的 Taylor 公式 来 估计 误差 的 一 种 常 
用 方法 . 

OARE y= frrrt ,zx,) 中 的 自 变 量 z ,zo，… ,zx, 相 
互 独立 ,又 zzz zy 依次 是 tiraz ,zs 的 近似 值 , 则 y 的 
ЖАИ у‘ = Ох ar i z). 

将 函数 Stt n DER Ca ох оху ) 处 作 泰 勒 展 开 ， 
并 略 去 其 中 的 高 阶 小 量 等 项 , 即 可 得 到 у 的 近似 值 y* 的 绝对 误差 
和 相对 误差 的 估计 式 为 

E(y")= у— у" = булоо) — Рб ,z7 ) 

s > of (zr ээл ) 


(z; — 2) 
= ах; 


"(а =s zi) 
= > : 


24 Эл Ех), (1. 2.5) 


+ EG) AOF эд si ) жү Ear 
By) > Эк" > = 


_ СС) 


Еа). Я. 2.6) 


i=) у" Әх, 
以 上 两 式 中 的 各 项 
BCzly sxa sss 22) # х7 afler rs ss) 
Әг; y Әх, 


G= 1,2,3,+"›п) 
分 别 为 各 个 xz (二 1,2,3,…,n) 对 y* 的 绝对 误差 和 相对 误差 的 
增长 因子 ,它们 分 别 表示 绝对 误差 E(x; ) 和 相对 误差 Е, (z ) 经 过 
传播 后 增 大 或 缩小 的 倍数 

利用 (1. 2. 5) 式 或 (1.2. 6) 式 ,还 可 得 到 两 数 和 、 差 积 、 商 的 误 
差 估计 . 


例 2 试 估计 у=) а Hart + z, 的 绝对 
误差 与 相对 误差 . 


м 因为 站 一 1, 所 以 由 (1. 2.57 式 知 


Eo) = Dra )， EONI < 180; 1, 


即 和 的 绝对 误差 不 超过 各 加 数 的 绝对 误差 之 和 , 

为 了 估计 和 式 y 的 相对 误差 ,考虑 到 误差 源 (xz; ) 同 号 这 一 

最 坏 情 况 ,不 妨 假设 c >0 (i=1,2,…,n), 于 是 可 得 
|Е,(у*)| < max |E (a )|， 
即 和 的 相对 误差 不 超过 相 加 各 项 中 最 不 准确 的 一 项 的 相对 误差 . 

例 3 测 得 某 桌 面 的 长 a 的 近似 值 为 a" =120cm, 宽 6 的 近 
WME Б" =60cm, 若 已 知 |a 一 a' | 二 0.2cm,165 一 6b" |<0.1cm, RR 
近似 面积 S =a’ b 的 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 . 

解 因为 $=ab， 95, ӘЗ а, 则 由 (1.2. 5) 式 得 

Е(58° )~ Era + Eeo 
=b'E(a*) +a" E(b"). 
所 以 
|E(S*)| < |60 x 0.2| + |120 X 0.1| = 24 em’, 
而 相对 误差 限 为 
IE.(S")| = |262 |2 ЕЭ! < та 0. 33%. 

最 后 指出 ,在 由 误差 估计 式 得 出 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 的 估 
计时 ,由 于 取 了 绝对 值 并 用 三 角 不 等 式 放大 ,因此 是 按 最 坏 的 情形 
得 出 的 ,所 以 由 此 得 出 的 结果 是 保守 的 .事实 上 ,出 现 最 坏 情形 的 可 
能 性 是 很 小 的 . 因此 近年 来 出 现 了 一 系列 关于 误差 的 概率 估计 . 一 
般 来 说 ,为 了 保证 运算 结果 的 精确 度 , 只 要 根据 运算 量 的 大 小 , 比 结 
果 中 所 要 求 的 有 效 数 字 的 位 数 多 取 1 位 或 2 位 进行 计算 就 可 以 了 . 
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$3 选用 和 设计 算法 时 应 遵循 的 原则 


利用 电子 计算 机 来 求 数学 模型 的 数值 解 时 ,必须 首先 设计 算 
法 ,而 算法 的 好 坏 ,将 会 直接 影响 到 计算 机 的 使 用 效率 ,也 会 影响 
到 数值 计算 结果 的 精确 度 与 真实 性 , 为 了 选用 到 计算 其 小 、 精 确 度 
高 的 有 效 算 法 ,选用 算法 时 一 般 应 遵循 以 下 原则 : 算法 是 否 稳定 ， 
算法 的 逻辑 结构 是 否 简 单 ; 算 法 的 运算 次 数 和 算法 的 存储 量 是 否 
尽 基 少 等 等 .同时 ,为 了 让 计算 机 能 更 好 地 解决 实际 问题 ,我 们 除 
了 要 首先 建立 正确 的 数学 模型 外 ,还 应 针对 具体 问题 适当 地 选择 
与 改造 算法 ,熟悉 算法 的 设计 原理 与 计算 过 程 ,精心 设计 与 编写 计 
算 机 程序 ,才能 获得 满意 的 计算 效果 . 下 面 ,通过 对 误差 传播 规律 
与 算法 优 劣 的 分 析 ,指出 选用 和 设计 算法 时 应 注意 的 几 个 问题 . 

一 、 选 用 数值 稳定 的 计算 公式 ,控制 伟人 误差 的 传播 

-个 算法 是 否 稳定 ,这 是 十 分 重要 的 , 如 果 算 法 不 稳定 , 则 数 

值 计算 的 结果 就 会 严重 背离 数学 模型 的 真实 结果 . 因此 ,在 选择 数 
值 计算 公式 来 进行 近似 计算 时 ,我 们 应 特别 注意 选用 那些 在 数值 
计算 过 程 中 不 会 导致 误差 迅速 增长 的 计算 公式 . 


例如 计算 定 积分 
1, = werdz, п =0,1,2,+=. (1.3.1) 
利用 分 部 积分 法 不 难 求 得 1, 的 递 推 关 系 式 为 
=] — nis 
(1. 3.2) 
L = 1 — e`! ~ 0.6321. 


由 (1, 3. 2) 可 依次 算得 结果 如 下 : 
І, = 0.6321, Д, = 0.3680, Г, = 0.2640, 
I, = 0.2080, Г, = 0.1680, 1; = 0. 1600, 
Г, == 0.0400, 1, = 0.7200, Г. = — 0. 7280. 


由 于 


1 
01, < е7! тах (е") -ferde =— , a33 
< r< ° n 


=” 
ШЕ DL F 的 不 等 式 可 看 出 


1,< $ = 0. 1250. 


可 见 按 递 推 关系 式 (1. 3.2) 算 出 的 Ts 的 结果 是 错误 的 . 错误 产 
生 的 原因 是 因为 1 本身 有 不 超过 (1/2) X10 的 舍 入 误差 ,此 误 
差 在 运算 中 传播 ,积累 很 快 ,传播 到 1 与 L 时 ,该 误差 已 放大 了 7 
与 8 倍 ,从 而 使 得 1,1s 的 结果 面目 全 非 . 

但 若 将 (1. 3. 2) 式 改写 为 


La = La 15, (1.3.4) 
Ее ' ет! 
Ba оет аен неа 
则 结合 (1, 3. 3) 式 可 得 
аі 
тат 


当 n=7 时 ,由 上 面 的 估计 式 可 取 Г, = 0. 1124 作 初 始 值 , 依 算式 
(1.3.4) 计 算 , 有 如 下 结果 : 

L = 0.1124, І, = 0.1269, І, = 0.1455, 

І, = 0.1708, Г, = 0.2073, І, = 0.2643, 

1, = 0.3680, L= 0. 6320. 
此 时 ,由 于 因 L, 引起 的 初始 误差 在 以 后 的 计算 过 程 中 逐渐 减 小 ， 
最 后 便 得 到 了 与 pn=1 一 e !=s0. 6321 相差 无 几 的 精确 结果 ， 

在 数值 计算 中 ,我 们 将 在 计算 过 程 中 误差 不 会 增长 的 计算 公 
式 称 为 是 数值 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 . 为 了 不 影响 数值 计算 结 
果 的 精确 度 与 真实 性 ,在 实际 应 用 中 ,我 们 应 选用 数值 稳定 的 计算 
公式 ,尽量 避免 使 用 数值 不 稳定 的 公式 . 
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=. 尽量 简化 计算 步骤 以 便 减 少 运算 次 数 


同样 一 个 计算 问题 , 若 能 选用 更 为 简单 的 计算 公式 ,减少 运算 
次 数 ,不 但 可 以 节省 计算 量 , 提 高 计算 速度 ,还 能 简化 逻辑 结构 , 减 
少 误 差 积 累 , 这 也 是 数值 计算 必须 遵循 的 原则 与 计算 方法 研究 的 
一 项 主要 内 容 . 

例如 ,计算 多 项 式 

Р„(х) = ах" + ap" + = +a + ao 

的 值 , 若 采用 逐 项 计算 然后 相 加 的 算法 ,计算 a|, = 要 做 4 次 乘法 ， 
而 P,(z) 共 有 ?十 1 项 ,所 以 需 做 


1424+ m D +n = Зао + D 
次 乘法 和 ?次 加 法 .但 若 采用 递 推算 法 (又 称 秦 九 韶 算 法 ) ， 


Wo = ао, 
aS ЭДЕ ЫН (1.3. 5) 
对 二 1,2,…,n 反复 执行 算式 (1. 3.5), 则 只 需 n 次 乘法 和 次 加 
法 , 即 可 算出 P,(x) 的 值 . 
又 如 计算 和 式 
1000 1 
> n(n + 1) 
的 值 , 若 直接 逐 项 求 和 , 则 其 运算 次 数 不 仅 很 多 而 且 误差 积累 也 不 
小 ,但 若 将 该 和 式 简化 为 


1000 1000 
1 


1 1 1 
Экер > | " 


1 ln n+1 1001” 
则 整个 计算 就 只 需 一 次 除法 和 一 次 减法 . 


三 、 尽 量 避 免 两 个 相近 的 数 相 减 


在 数值 计算 中 ,两 个 相近 的 数 相 减 将 会 造成 有 效 数 字 的 严重 
损失 . 因此 , 遇 到 此 种 情况 ,应当 多 保留 这 两 个 数 的 有 效 数 字 , 或 尽 
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甚 避免 减法 运算 ,改变 计算 方法 ,根据 不 同情 况 对 公式 进行 处 理 ， 
如 可 通过 因 式 分 解 . 分 子 分 母 有 理化 ,三 角 函 数 恒等式 、 其 他 伍 等 
R Taylor 展开 式 等 计算 公式 ,防止 减法 运算 的 出 现 . 

例如 , 当 z=1000 时 ,计算 

wz 二 TI 一 wz 
的 值 , 若 取 4 位 有 效 数字 计算 
zz 十 1 一 人 xz =М/1001—/1000ж31. 64—31. 62=0. 02. 

这 个 结果 只 有 一 位 有 效 数字 ,损失 了 三 位 有 效 数字 ,从 而 绝对 
误差 和 相对 误差 都 变 得 很 大 ,严重 影响 了 计算 结果 的 精度 .但 若 将 
公式 改变 为 

МЕ+1- Мх = 


1 
Что: ТҮ л a 0. 01581. 
它 仍 有 四 位 有 效 数 字 ,可 见 改变 计算 公式 可 以 避免 两 个 相近 数 相 
减 而 引起 的 有 效 数字 的 损失 ,从 而 可 以 得 到 比较 精确 的 结果 . 
又 如 ,计算 

A = 10'(1 — cos2°) 

的 值 ,车 将 cos2°==z0. 9994( 具 有 四 位 有 效 数字 ) 代 入 直接 计算 
А az 10'(1 — 0. 9994) = 6 X 10°, 

这 个 结果 只 有 一 位 有 效 数字 ,但 若 利 用 公式 

1 一 cosz = 25°, 

2 
则 有 
A= 10'(1 — соз2°) = 2 X (sin1°)* X 10' 
а= 2 X 0. 01745: X 10? == 6.09 X 10°. 

从 而 可 得 到 具有 三 位 有 效 数字 的 比较 精确 的 结果 . 


、 绝 对 值 太 小 的 数 不 宜 作 除数 


在 数值 计算 中 ,用 绝对 值 很 小 的 数 作 除 数 ,将 会 使 商 的 数 基 级 
增加 ,甚至 会 在 计算 机 中 造成 “溢出 ?停机 ,而 且 当 很 小 的 除数 稍 有 
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SAREH, МУ zn жила A. 
例如 21015 = зи. 6, 当 分 母 变 为 0. 0011, 即 分 母 只 有 
0. 0001 的 变化 时 ， 


商 却 引起 了 巨大 变化 .因此 ,在 计算 过 程 中 ,不 仅 要 避免 两 个 相近 
的 数 相 减 ,还 应 特别 注意 避免 再 用 这 个 差 作 除 数 ， 


五 、 合 理 安排 运算 顺序 ,防止 大 数 “ 吃 掉 " 小 数 


在 数值 计算 中 ,参与 运算 的 数 有 时 数量 级 相差 很 大 ,而 计算 机 
的 位 数 是 有 限 的 ,在 编制 程序 时 ,如 不 注意 运算 次 序 ,就 很 可 能 出 
现 小 数 加 不 到 大 数 中 而 产生 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 的 现象 ,因此 ,两 数 相 
加 时 ,我们 应 尽 基 避 免 将 小 数 加 到 大 数 中 所 引起 的 这 种 严重 后 果 . 

例如 ,对 arbre 三 数 进行 加 法 运算 ,其 中 а =10'%,5=10,сле 
一 4, 车 按 (a 十 b) 十 c 的 顺序 编制 程序 ,在 八 位 的 计算 机 上 计算 , 则 
а", Ва ус 互相 抵消 ,其 结果 接近 于 零 ,但 若 按 (a 十 c) 十 6 
的 顺序 编制 程序 , 则 可 得 到 接近 于 10 的 真实 结果 ， 

在 实际 计算 中 ,我 们 还 要 特别 注意 保护 重要 的 物理 参数 ,防止 
一 些 重要 的 物理 其 在 计算 中 被 < 吃 掉 ”. 例 如 ,考察 物体 在 阻尼 介质 
中 的 运动 时 ,阻尼 系数 是 一 个 重要 的 物理 参数 , 若 在 动力 学 方程 
离散 化 过 程 中 将 《 置 于 一 个 很 大 的 数 a 的 加 减法 运算 中 , 则 А 
会 被 数 a“ 吃 掉 ”, 将 会 使 计算 结果 严重 失真 . 因此 ,为 了 避免 大 数 
“ 吃 掉 ”小数 , 我 们 必须 事先 分 析 计算 方案 的 数量 级 ,在 编制 程序 时 
加 以 合理 安排 ,这 样 ,一 些 重要 的 物理 参数 才 不 致 于 在 计算 中 被 
“ 吃 掉 ”, 以 免 造成 有 效 数 字 不 必要 的 损失 . 


本 章 小 结 


本 章 介 绍 了 数值 计算 方法 和 误差 的 基本 概念 以 及 误差 在 近似 
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计算 中 的 传播 规律 . 误差 在 数值 计算 中 的 危害 是 十 分 严重 的 , 若 不 
控制 误差 的 传播 与 积累 , 则 计算 结果 就 会 与 真 值 有 很 大 偏差 ,甚至 
将 会 完全 淹没 真 值 . 因而 误差 的 分 析 及 其 危害 的 防止 是 数值 计算 
中 的 一 个 非常 重要 的 问题 ,应 该 引起 读者 的 充分 注意 . 

在 实际 计算 以 及 在 计算 机 上 所 进行 的 运算 中 ,参与 运算 的 数 
都 是 有 限 位 数 ,因此 有 效 数字 的 概念 是 非常 重要 和 有 用 的 . 为 了 表 
示 一 个 数 的 精确 程度 ,本 章 介 绍 了 有 效 数字 的 概念 以 及 有 效 数字 
与 误差 的 关系 ,并 讨论 了 数值 计算 的 误差 估计 问题 ,其 中 利用 函数 
的 Taylor 展开 式 估计 误差 是 误差 估计 的 一 种 基本 方法 . 

最 后 ,本 章 还 着 重 讨论 了 选用 和 设计 算法 时 应 遵循 的 若干 原 
则 ,这 将 对 如 何 防止 误差 的 传播 和 积累 ,以 及 如 何 确定 计算 的 稳定 
性 与 判别 计算 结果 的 可 靠 性 等 很 有 帮助 . 


算法 与 程序 设计 实例 


对 n=0,1,2,…,20, 计 算 定 积分 »=]! ^а. 
算法 1 利用 递 推 公式 


y, = nS? n = 1,2,.,20. 
取 
“L la 1 
x= | ү ж = In6 — ln5 = 0.182322. 
算法 2 利用 递 推 公式 
el Ey aY q 
注意 到 


„Ца 
Уа тов Tz > 0- 008730. 


算法 1 的 程序 和 输出 结果 
/* 数值 不 稳定 算法 * / 
#include (stdio. h> 
#include (conio. h> 
#include (math. h) 
таіп() 
{ 
float y-0=log(6. 0) — 10р (5.0), у-1; 
int n=1; 
clrserO; / w X x / 
printf ("y[0]= %—20f", у-0); 
while (1) 
l 
у-1=1. 0/п—5 жу-0; 
printf(”y[%d]= 0 — 201", п, y-1); /x 输出 x/ 
if(n>=20)break; 
y-0=y-1; 
п+ +; 
(п %3== = 0)ргіпи (“Nn”); 
) 
getchO; /* 保持 用 户 屏幕 */ 


y[0]=0.182322, y[1]=0. 088392, y[2]=0. 058039, 
yC3]=0. 043138, y[4]=0. 034310, y[5]=0. 028448, 
yC6]=0. 024428, у[7]=0. 020719, y[8]=0. 021407, 
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y[L9j]=0. 004076, y[10]=0, 079618, 
У111]= —0. 307181, yL12]=1. 619237, 
y[13]= — 8. 019263, у114]= 40. 167744, 
y[15]= —200. 772049, y[16]=1003. 922729, 
y[17]=— 5019. 554688, y[18]=25097. 828125, 
yC19]=— 125489. 085938, y[20]=627445. 500000. 


算法 2 的 程序 和 输出 结果 
/* 稳定 算法 x/ 
#include (stdio. h) 
#include (conio. h> 
#include (math. h> 
main() 
{ 
float y-0= (1/105. 0+1/126. 0)/2, y-1; 


int n=20; 

clrscr(); 

printf(”y[20 ]= % — 20", y-0); 
while(1) 


{ 
y-1=1/(5. 0 *n)—y-0/5. 0; 
ріп (у[44]= 0 — 201", n—1, y-1); 
if(n<=1)break; 
у-0=у-1; 
mn 一 一 ; 
if(n%3==0)printf(“\n”); 
} 
getch(); 


y[20]=0. 008730, 
y[17]=0. 009336, 
y[14]=0. 011229, 
у[11]=0. 014071, 
y[8]=0. 018837, 
y[5]=0. 028468, 
у[2]=0. 058039, 


y[19]=0. 008254, 
>[16]=0. 009898, 
у[13]=0. 012040, 
y[10]=0. 015368, 
у[7]= 0.021233, 
у(4]=0. 034306, 
y[1]=0. 088392, 


2118 ]= 0. 008876, 
у[15]=0. 010520, 
y[12]=0. 012977, 
>[9]= 0. 016926, 
2[6]= 0. 024325, 
y[L3]=0. 043139, 
y[0J=0. 182322. 


说 明 , 从 计算 结果 可 以 看 出 ,算法 1 是 不 稳定 的 ,而 算法 2 是 
稳定 的 ， 


思 考 题 


1. 数值 计算 方法 的 主要 研究 对 象 、 任 务 与 特点 是 什么 

2. 误差 为 什么 是 不 可 避免 的 ? 用 什么 标准 来 衡量 近似 值 是 准 
确 的 ? 为 减少 计算 误差 ,应 当 采 取 哪 些 措施 ? 

3. 何谓 绝对 误差 相对 误差 ,准确 数字 、 有 效 数字 ? 它们 之 间 
的 关系 如 何 ? 

4. 何谓 数值 稳定 的 计算 公式 ? 

5. 何谓 算法 ? 评判 算法 优 劣 的 标准 有 哪些 ? 选用 与 设计 算法 
时 应 注意 些 什么 ? 


习 ш 一 


1. 指出 如 下 有 效 数 的 绝对 误差 限 ,相对 误差 限 和 有效 数 字 位 数 ， 
49X10”, 0.0490, 490. 00. 
2. 将 22/7 作为 的 近似 值 , 它 有 几 位 有 效 数字 ? 绝对 误差 限 
和 相对 误差 限 各 为 多 少 ? 
з. 要 使 V101 的 相对 误差 不 超过 二 X10-1, 至 少 需要 保留 多 
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少 位 有 效 数字 ? 

4. 设 z* 为 的 近似 数 ,证 明 \Yz 的 相对 误差 约 为 x' 的 相对 
误差 的 二 倍 

5. 求 V30 的 近似 有 效 数 : 

(1) 使 绝对 误差 不 超过 0.01; 

(2) 使 相对 误差 不 超过 0. 01. 

6. 正方 形 的 边 长 约 为 10 em, 问 测量 边 长 的 误差 界 多 大 时 才 
能 保证 面积 的 误差 不 超过 0. 1 cm?? 

7. 设 zx 的 相对 误差 为 1% , 求 а" 的 相对 误差 

8. 为 使 积分 7= | e ”dz 的 近似 值 的 相对 误差 不 超过 15%, 
问 至 少 要 取 几 位 有 效 数字 ? 

9. 设 =+ z R z 是 准确 的 ,而 对 :的 测量 有 土 0. 1 秒 的 
误差 , 试 证 当 上 增加 时 ,s 的 绝对 误差 增加 ,而 相对 误差 却 减少 , 

10. 已 知 A= (М2 一 1)*, 取 /2 :1.4, 利 用 下 列 各 式 计算 
4, 问 哪 一 个 得 到 的 计算 结果 最 好 ? 


1 
(1) 一 一 一 一 (2) (3 一 2 / 2° 
р“ ; 
1 
(3) ——— (4) 99 一 70~/ 2 . 
(3+2V 2) 
11. В. 使 计算 结果 比较 精确 : 
(1) 过去 - ДЕ |z]|<1; 
0) аъ, jaldi; 
х 
(з) 1 ==, |z|<1 Н zx#0. 


12. 数列 z, 满足 递 推 公式 x,==10zx,_, 一 1 (n==1,2,…). 若 
до 2 1.41( 三 位 有 效 数 字 ), 问 按 上 述 递 推 公式 ,从 zo 到 zw 
时 误差 有 多 大 ? 这 个 计算 过 程 稳定 吗 ? 
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第 二 章 ”线性 方程 组 的 数值 解法 


在 自然 科学 与 工程 技术 中 ,很 多 问题 的 解决 常常 归结 为 解 线 
性 方程 组 ,如 电学 中 的 网 络 问题 ,船体 数学 放样 中 建立 三 次 样 条 函 
数 问题 ,机 械 和 建筑 结构 的 设计 和 计算 等 . 因此 ,如 何 利 用 电子 计 
算 机 这 一 强 有 力 的 计算 工具 去 求解 线性 方程 组 ,这 是 一 个 非常 重 
要 的 问题 . 对 此 ,本 章 着 重 讨论 了 在 电子 计算 机 上 求解 系数 行列 式 
不 为 零 的 nn 阶 非 齐 次 线性 方程 组 Ах = 的 两 类 主要 解法 一 一 直 
接 ( 解 ) 法 和 迭代 ( 解 ) 法 . 

所 谓 直 接 法 (也 叫 精确 法 ) ,是 指 在 没有 舍 入 误差 的 假设 下 ,经 
过 有 限 步 运算 即 可 求 得 方程 组 的 精确 解 的 方法 .但 实际 计算 中 由 
于 会 入 误差 的 存在 和 影响 ,这 种 方法 也 只 能 求 得 线性 方程 组 的 近 
似 解 . 在 本 章 中 ,将 主要 介绍 这 类 算法 中 最 基本 的 高 斯 消去 法 , 平 
方 根 法 ,追赶 法 等 . 这 类 方法 是 解 低 阶 稠密 矩阵 方程 组 及 某 些 大 型 
稀 玻 方程 组 (例如 ,大 型 带 状 方程 组 ) 的 有 效 方 法 ， 

和 迭代 法 是 用 某 种 极限 过 程 去 逐步 通 近 线性 方程 组 精确 解 的 方 
法 , 即 是 从 一 个 初始 向 量 x "出 发 ,按照 一 定 的 选 代 格 式 产生 一 个 
向 量 序列 {x% ,使 其 收敛 到 方程 组 hx= 必 的 解 , 达 代 法 的 优点 是 
所 需 计算 机 存储 单元 少 ,程序 设计 简单 ,原始 系数 矩阵 在 计算 过 程 
中 始终 不 变 等 .但 迭代 法 存在 收敛 性 及 收敛 速度 问题 . 迷 代 法 是 解 
大 型 稀疏 矩阵 方程 组 (尤其 是 微分 方程 离散 后 得 到 的 大 型 方程 组 ) 
的 重要 方法 . 

本 章 分 别 讲述 求解 线性 方程 组 的 各 种 方法 . $ 1 讲述 线性 方 
程 组 的 直接 解法 , S 2 讲述 线性 方程 组 的 迭代 解法 ,3 PHP E Ç 
法 的 收敛 性 . 本 章 内 容 是 线性 方程 组 数值 解法 的 基础 . 
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$1 线性 方程 组 的 直接 解法 


一 、 高 斯 (Gauss) 列 主 元 消去 法 


高 斯 列 主 元 消去 法 是 计算 机 上 常用 来 求解 线性 方程 组 的 一 种 
直接 解法 , 它 是 在 高 斯 消去 法 的 基础 上 的 改进 ,下 面 先 介 绍 高 斯 消 
去 法 ， 

1. 高 斯 消去 法 

高 斯 消去 法 (也 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ) 是 一 种 古老 的 求解 线性 
方程 组 的 方法 . 其 基本 思想 是 在 逐步 消 元 的 过 程 中 ,把 系数 矩阵 约 
化 成 上 三 角 和 矩阵 ,从 而 将 原 方程 组 约 化 为 容易 求解 的 等 价 三 角 方 
程 组 ,再 通过 回 代 过 程 即 可 逐一 求 出 各 未 知 数 , 下 面 以 三 元 线性 方 
程 组 为 例 来 说 明 高 斯 消去 法 的 基本 思想 . 


设 有 线性 方程 组 
aii zi + араз + a zs = bi”, (2.1.1) 
as + арх, + ауху= b”, (2.1.2) 
aymi + ai) 4 atr, = bt, (2.1. 3) 


Ж af 由 天 0, 则 将 方程 (2. 1. Dangu- 一 ,外 后 加 到 方 
п "N 
程 (2.1.2) 和 (2.1. 3) 中 ,消去 这 两 个 方程 中 的 xi, 得 同 解 方程 组 


o oD а да) 
an жу + ax 2; + ai 33 =b; » (2.1.1) 

(2) 2) C2) 
an Tz + азу zs = b2 ， (2.1. 4) 
арљ + аңа = 60, (2.1. 5) 

«Ф 
аң 
e w а 
a, = ај 一 аба (ij = 2,3), 


b 一 的 ) 一 а» G = 2,3). 
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车 а A0, ШЖ ГЕО. 1. 4) 乘 以 一 < 并 加 到 方程 (2. 1. 5) 中 , 消 


а» 
去 z:, 得 同 解 方程 组 
аца + az, 十 арх = bi”, (2.1.1) 
ag z, + алу = ЬУ”, (2.1. 4) 
аў'ху = b”, (2.1.6) 
其 中 
a? а?! 
аб! эн a ЕЧ 32 (2) b =s ы? 32 bP, 


于 是 得 到 与 原 方程 组 等 价 的 上 三 角 方 程 组 . 进而 可 由 方程 (2.1. 6) 
求 得 xs, 再 将 zs 的 值 代 入 方程 (2. 1.4) 求 出 zz, 最 后 将 zzs 的 值 
代入 方程 (2. 1. 1) 求 出 zi 这 种 通过 逐步 消 元 将 原 方程 组 化 为 上 
三 角 方 程 组 求解 的 方法 称 为 高 斯 消去 法 . 而 将 原 方程 组 逐步 化 为 
同 解 的 上 三 角 方 程 组 的 过 程 称 为 消 元 过 程 , 按 方程 相反 顺序 逐步 
求解 上 三 角 方程 组 的 过 程 称 为 回 代 过 程 , 

上 述 方法 可 推广 到 一 般 情况 : 


设 ”元 线性 方程 组 
) ) 
AVX =b”, 
o а ar ы 
ап би "а, bi | 
《1) 《1) а) о) 
а а а b. 
21 2 2n 2 
А? = ‚ x= и = š 
Q 0 а› 
т аю с ы n 


若 约 化 的 主 元 añ A0 (4 二 1,2,…,n), 则 可 通过 高 斯 消去 法 
(不 进行 行 交换 ) 将 方程 组 4WX=b" 约 化 为 同 解 的 三 角形 方程 组 
AX =b”, 
即 
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а ау а Ы” 
о ор = а ре 
о о а? on 
并 由 回 代 公式 
ђе 
=, = 65, 
к°— Уза, 
х; drit (i =n — ln — 2, ,1) 
Qi 
求 得 方程 组 的 解 . 


易 见 ,高 斯 消去 法 的 特点 是 每 次 都 是 按照 系数 矩阵 的 主 对 角 
线 上 元 素 的 顺序 依次 消去 对 角 线 下 方 的 元 素 , 若 考虑 高 斯 消去 法 
的 一 种 修正 , 即 消去 对 角 线 下 方 和 上 方 的 元 素 , 则 这 种 方法 称 为 高 
斯 -车 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 ,而 主 对 角 线 上 的 元 素 аң RAE 
元 . 在 这 种 按 顺 序 消 元 的 过 程 中 ,可 能 会 出 现 两 个 问题 ， 

(1) 一 旦 过 到 某 个 主 元 ай = 0, 则 消 元 过 程 便 无 法 继续 进行 

(2) 即使 主 元 素 不 为 零 ,但 与 该 元 素 所 在 列 的 对 角 线 以 下 的 
各 元 素 相 比 , 它 的 绝对 值 很 小 ( 称 为 小 主 元 ?时 ,尽管 消去 运算 可 以 
进行 下 去 ,但 用 其 做 除数 , 故 其 小 小 的 全 入 误差 将 会 引起 计算 结果 
的 严重 扩散 与 失真 . 例如 下 述 方程 组 

0.00001=, + 2х; = 2, 
z+ zz 一 3， 

其 准确 到 小 数 点 后 第 9 位 的 解 为 ri = 2. 000010000, z = 
0. 999898999. 但 若 依 顺 序 高 斯 消去 法 并 在 计算 机 编程 计算 过 程 中 
用 四 位 十 进 制 浮 点 数 求解 ( 随 着 计算 机 的 飞速 发 展 ,目前 一 般 不 使 
用 定点 表示 而 使 用 浮 点 表示 法 ), 用 第 1 个 方程 消去 第 2 个 方程 的 
zl 得 

107* X 0. 1000x; + 10 X 0. 20002; = 10 X 0.2000, 

— 105 X 0. 20002, = — 10° X 0. 2000. 
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可 代 后 解 得 z, = 1,xi=0. 与 精确 解 相 比 , 结 果 严 重 失真 , 究 其 原 
因 是 用 了 “小 ” 主 元 做 除数 ,致使 舍 入 误差 增 大 ,有 效 数字 消失 . 因 
此 ,顺序 高 斯 消去 法 并 非 实 用 的 消 元 方法 . 如 果 在 消 元 前 先 交换 两 
个 方程 的 位 置 , 变 为 
| z+ zz 一 3， 
0. 00001z1 + 22, = 2, 
对 此 方程 消 元 得 三 角 方 程 组 
|е + х, = 3, 
1. 999992, = 1. 99997. 
回 代 得 解 为 zz:=0. 99999, x, = 2. 00001, 结 果 与 准确 解 非常 接近 
可 见 ,第 一 种 算法 是 不 稳定 的 ,第 二 种 算法 是 稳定 的 .此 例 说 明 , 在 
消 元 过 程 中 ,应 避免 选取 绝对 值 较 小 的 数 作 主 元 ,否则 可 能 导致 结 
果 错 误 、 计 算 失败 .根据 主 元 素 的 选取 范围 不 同 ,通常 又 分 为 按 列 
选 主 元 和 全 面 选 主 元 两 种 方法 ， 
2， 列 主 元 消去 法 
列 主 元 消去 法 能 有 效 避 免 高 斯 消 元 过 程 中 出 现 的 两 个 问题 ， 
它 是 直接 法 中 最 常用 的 一 种 方法 . 在 按 列 选 主 元 的 消 元 过 程 中 ,每 
次 选 主 元 时 , 仅 依次 按 列 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 素 , 它 只 
进行 行 交换 ,而 不 产生 未 知 数 次 序 的 调换 . 下 面 再 通过 具体 例子 加 
以 说 明 ， 
例 1 求解 线性 方程 组 
fez +z + 223 = 5, 


5z2i— + дз = 8, 
2Z1 一 32; — 4л; = — 4. 


解 方程 组 的 增 广 矩阵 为 


2 1 21 5 
5 —1 1; 8|. 


1 —3 一 4 一 4 
在 第 一 列 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 а„=5 作为 主 元 ,将 第 2 行 与 
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第 1 行 交换 ,得 


5 -1 1; 8 

| 1 al sl; 

i 二 
HEITAR- — T ау 2,3 f? , (8 
(5—1 1} 81 
0 14 16: 1.8); 
lo 一 2.8 —421 — 5.6] 
再 在 第 2 列 的 元 素 co=1. bran = 一 2. 8 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 
素 作 主 元 ,这 里 主 元 是 cs 一 一 2.8. 又 将 第 3 行 与 第 2 行 交 换 , 得 
[5 一 1 1: 8] 
0 一 2.8 —4.2\—5.6|, 
lo 14 1.6: 1.8) 
将 第 2 行 乘 以 0. 5 加 到 第 3 行 ,得 


[5 一 :1 1: 8 
0 一 2.8 — 4.2 — 5.6. 
Lo 0 ~0.5: —11 


最 后 利用 回 代 即 可 求 得 方程 组 的 解 为 x 二 2,zx= 一 1 ,x1 二 1. 

由 上 例 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 特点 是 : 
每 次 在 系数 矩阵 中 依次 按 列 在 主 对 角 线 及 以 下 的 元 素 中 ,选取 绝 
对 值 最 大 的 元 素 作为 主 元 ,将 它 调 至 主 对 角 线 上 ,然后 用 它 消去 主 
对 角 线 以 下 的 元 素 , 最 后 变 为 同 解 的 上 三 角形 方程 组 去 求解 . 


一 般 地 , 设 有 ， 元 线性 方程 组 
AVX = Ьо, (2.1.7) 
其 中 
ар ар < ар Я в” 
a) a) (1) 人 1) 
до | 48 тан = |=], „ОМ 


а а O а› 
йл a, '" аы Tn b, 
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由 线性 代数 知 , 当 AO 为 非 奇 异 矩 阵 时 ,方程 组 (2. 1. 7) 有 惟一 解 ， 
为 此 我 们 假定 4” 为 非 奇异 矩阵 . 此 时 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 消 元 
过 程 为 : 

第 一 步 ” 对 方程 组 (2.1.7) 确 定 记 ,使 la |= тах Jan |, 于 


是 选取 ai 作为 第 1 个 主 元 ,然后 交换 第 1 个 和 第 六 个 方程 , 仍 记 


为 (2.1.7) ,利用 第 1 个 方程 将 后 ”一 1 个 方程 中 的 z 消去 , 仍 记 
为 (2.1.7)， 

第 二 步 对 方程 组 (2. 1. 7 确定 ?使 1a22 | = max Jaiz |> W 

š 选取 a; 作为 第 2 个 主 元 ,然后 交换 第 2 个 和 第 i 个 方程 , 仍 记 为 

(2. 1.7), 又 利用 第 2 个 方程 将 后 ”一 2 个 方程 中 的 zs 消去 . 依 此 
类 推 ,进行 n 一 1 步 方 程 组 就 约 化 为 上 三 角形 方程 组 ,最 后 由 回 代 
过 程 即 可 求 出 方程 组 的 解 . 

综 上 所 述 ,高 斯 列 主 元 消去 法 的 具体 计算 步骤 为 ， 

(1) 消 元 过 程 . 对 & 一 1,2,，…' 一 1 ,进行 如 下 运算 ; 

D 选 主 元 . 找 行 号 KE {kr sn) ,使 ai |= max lai l; 

2) ЖАГА bO JPH kri WIT: 

3) 消 元 : H iskt, n, l =a lami 

Xt j=ktl entl, а а 1а. 

(2) НАЕ. ТДА 


х, = b” a 


mo’ 


z = [59 — > az] a, ф=п—1,п—2,+,1, 
+1 
回 代 求 解 即 可 得 到 方程 组 (2. 1. 7) 的 解 . 
=. 高 斯 全 主 元 消去 法 


高 斯 全 主 元 消去 法 选取 主 元 的 范围 更 大 ,对 增 广 矩阵 
[АФ i bm] 来 说 ,第 1 步 是 在 整个 系数 逢 阵 中 选 主 元 ,即将 绝对 值 
最 大 的 元 素 经 过 行列 交换 使 其 置 于 ап 元 素 的 位 置 ,然后 进行 消 

27 


元 过 程 ;第 2 步 是 在 L42 : %2] 中 划 掉 第 一 行 第 一 列 后 剩余 的 
n—1 阶 子 系数 矩阵 


人 oy 
ар as * аһ 
o 0) e 
ар as ° as 
ПИО) o 
no An *, 2 


中 选 主 元 ,并 通过 行 、 列 交换 置 其 于 аш ж Ж {И BL, RJE REIT 
消 元 过 程 ;以 后 各 步 类 似 进行 ,最 后 得 到 与 原 方程 组 (2. 1. 7) 等 价 
的 一 个 上 三 角形 方程 组 ,再 由 回 代 过 程 即 可 求 得 原 方程 组 的 解 . 

由 于 全 主 元 消去 法 每 步 所 选 主 元 的 绝对 值 不 小 于 列 主 元 消去 
法 同一 步 所 选 主 元 的 绝对 值 ,因而 全 主 元 消去 法 的 求解 结果 更 加 
可 靠 ,但 由 于 选取 主 元 的 范围 扩大 ,无疑 需 花 费 更 多 的 时 间 进 行 比 
较 , 又 由 于 对 增 广 矩 阵 经 过 了 行列 交换 后 ,未 知 基 的 次 序 改变 了 ， 
这 就 使 得 算法 的 逻辑 结构 变 得 更 复杂 ,需要 占用 的 机 时 较 多 .而 列 
主 元 消去 法 的 计算 结果 已 比较 理想 ,而 且 它 既 简单 ,又 能 满足 精度 
要 求 、 达 到 较 好 的 数值 稳定 性 , 故 在 实际 计算 中 经 常 使 用 列 主 元 消 


三 、 选 主 元 素 消去 法 的 应 用 
1. Жі 
Ў А = (а), „П E H n 阶 单位 矩阵 ,对 (4 Е), Вр 
an ар anil 
а а» ам 1 ү 
; 0 
m G '* ам 1 


按 列 选 主 元 素 后 再 用 高 斯 - 若 当 消去 法 将 左边 的 矩阵 4 化 为 单位 
和 矩阵 已 , 则 可 得 如 下 矩阵 
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ч" бв + бы 


从 而 可 得 逆 阵 AT? = (pv),xw* 这 是 实用 中 求 着 矩阵 的 可 舒 方 法 . 
例 2 KER 


1 =p m 
А = | 一 23 11 1 
= 2 


的 逆 矩 阵 ,小数 点 后 至 少 保留 3 fu. 
解 用 按 列 选 主 元 素 的 高 斯 - 若 当 方法 . 
11 == — 21 0 0] 


—23 11 11010 


Ез п 1010 


ан | 
П —3 —2i1 0 0 
1 —2 210 0 1 
[1 —0.478 — 0.044:0 — 0.044 
жй i 
к |a 2.261 — 1.522 0.478 
lo 一 1.522 20410 0.044 
[[ 0 一 0.365;0.211 0.057 0 
_ 第 2 次 消 元 、|0 | 一 0.673 0.442 0.211 0 
0 0 1.019| 0.673 0.365 1 
н [1 0 0:0. 452 0.188 0. 358 
3 次 消 元 
一 人 |01oo886 0.452 066o|， 
0 0 110.660 0.358 0.981 
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0.452 0.188 0.358 
所 以 A`! әх |0.886 0. 452 0.660|. 


0.660 0.358 0.981 


2， 求 行列 式 
RAER 
an ар + an 
Ае Qa ар ° ал | 
mn Qnm ** am 


用 主 元 素 消去 法 将 其 化 为 上 三 角 矩 阵 , 并 设 对 角 元 素 为 bu: bx, 
…vbm* 故 4 的 行列 式 为 

det(A) = (— 1)”bnbn bm» 
Жр m 为 所 施行 的 行 、 列 交换 的 次 数 . 这 是 实用 中 求 行列 式 值 的 
可 靠 方法 . 


、 矩 阵 的 三 角 分 解 


由 以 上 讨论 我 们 看 到 ,高 斯 消去 法 的 消去 过 程 是 将 矩阵 
[А ;09 站 逐步 变换 成 矩阵 [4"” ; Бе?) 用 甜 阵 的 观点 来 看 ,消去 
法 的 每 一 步 相当 于 用 一 个 初等 下 三 角 阵 去 左 乘 方程 的 两 端 . 以 下 
我 们 将 用 矩阵 的 理论 来 分 析 高 斯 消去 法 ,从 而 建立 矩阵 的 三 角 分 
解 定理 ,并 可 用 它 对 特殊 系数 矩阵 的 方程 组 建立 一 些 特殊 解法 .下 
面 仍 以 三 元 线性 方程 组 为 例 加 以 说 明 . 

设 有 线性 方程 组 

a 
an + ара ара = B”, 
аа + aa + aa = 69, 
记 
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ay 
bi 


С 20 
а ар аӊ 21 
а w Ф 0 |P 
АФ = [ар ар ag |, x= |х|, bP = jb; | 
ТСО а 
з 


п az а + 


则 上 述 方程 组 的 矩阵 形式 为 


AVI =b, 
其 增 广 矩阵 为 
Гао | b]. 
不 难 验证 ,高 斯 消去 法 的 第 一 步 是 用 下 三 角 阵 


1 о 
六 一 | 一 各 1 
~ia 0 1 
ЖЕҢ ERLA” i b], Д la =a /а,=2,3,80 
ар а ар | b” 
1.[А% Н ь%] = [L.A®Y i 1%) = 0 а@ аф | b; ү 


w „її ро) 
0 аў ay іб 


WAL =LA” bP =L b”, | 
[LAY | Lbr] = [A : pJ. 
同 理 ,高 斯 消去 法 的 第 二 步 是 用 下 三 角 阵 


0 
L,= |0 1 
0 > eq 1 


KERM ERLA” i 62], 其 中 д, ар ag | Bl 
aP ap др? 


LIA® 697] = [LA®? i LbP]=| 0 aR agiep]. 
о о apie” 
П AP SLA” bO =, B H ЕКИН, 4” 为 上 三 角 阵 . 
ВАЕ Е L, 与 L, 的 行列 式 | = L= A L 与 Li' 存 
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1 

ln 0 1 

1 
i- 1 | 

0 ly 1 


于 是 可 得 АФ = АФ, A? =L; A N 从 而 有 АХ =L7'L7'A™. 
因为 

1 

ln 1 

lal 1 1 
за L= LT Ly , 则 世 是 一 个 主 对 角 线 元 素 为 1 的 下 三 角 阵 , 称 为 单 
位 下 三 角 阵 . 又 记 4 一 40 ,0 一 49 ,于 是 有 A= LU. 

上 述 分 析 说 明 : 当 al e60,a2 0 时 ,通过 高 斯 消去 法 ,可 将 
方程 组 的 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 阵 了 与 一 个 上 三 角 
RE U 的 乘积 ,这 种 分 解 称 为 矩阵 4 的 LU 分 解 . 显然 ,以 上 分 析 对 
п 元 线性 方程 组 也 是 成 立 的 ， 

对 任意 一 个 n 阶 方 阵 4, 一 般 地 说 不 一 定 都 能 作 LU 分 解 , 即 
使 能 作 LU 分 解 ,其 分 解 式 也 不 一 定 是 惟一 的 . 为 了 确保 分 解 的 惟 
一 性 ,我 们 引入 如 下 定义 与 4 的 LU 分解 的 惟一 性 定理 . 

定义 1 如 果 忆 为 单位 下 三 角 阵 ，D 为 上 三 角 阵 , 则 称 A= 
LU 为 杜 里 特 尔 (Doolittle) 分 解 ;如 果 工 为 下 三 角 阵 ,0 为 单位 上 
三 角 阵 , 则 称 A= LU 为 克 劳 特 (Crout) 分 解 . 

定理 1 по) BE A 有 惟一 杜 里 特 尔 分 解 (或 克 劳 特 
分 解 ) 的 充 要 条 件 是 4 的 前 "一 1 个 顺序 主子 式 都 不 为 零 . 

证 明 В. 

如 果 对 个 方程 的 元 线性 方程 组 AX=5b H £ Ek H EE A 能 
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І = 


fE LU 分 解 , 即 A— LU , 则 方程 组 等 价 于 
LUX = b. (2.1.8) 
若 令 UX=Y, 则 LY=b. 从 而 原 方程 组 的 求解 就 转化 为 下 述 方程 
组 
LY =b, (2.1.9) 
UX =Y (2.1.10) 
的 求解 .而 三 角 方程 组 (2. 1.9) 和 (2. 1. 10) 很 容易 由 回 代 公 式 求 
解 . 
将 矩阵 4 fE LU 分 解 的 重要 性 在 于 ,根据 线性 方程 组 系数 矩 
RE A 的 具体 性 质 ,可 以 作 不 同 的 LU 分 解 , 从 而 可 得 到 解 线性 方程 
组 的 不 同 的 直接 解法 . 
以 下 详细 讨论 系数 矩阵 4 的 三 角 分 解 ,这 里 以 杜 里 特 尔 分 解 
为 例 ( 克 劳 特 分 解 完全 类 似 ), 依 定理 1, 若 矩阵 4 的 各 阶 顺序 主子 
式 都 不 为 零 , 则 4 可 作 惟 一 的 工 U 分 解 . 设 


1 Un Ui ° Min 


由 矩阵 乘法 运算 
ау = Daw G,j= 1,2,+›п), 
k=) 
并 注意 到 ; L =1,1,=0 Gj) u= G> j), Т8 


4—1 
uy=ay— D lru; (7 一 外 大 二 1)， (2.1.11) 
rml 


= (аа Умма) fuu G=k+1,k+2, n). (2.1.12) 
以 上 两 式 有 如 下 计算 特点 : U ЖТЖ, L 的 元 素 按 列 求 ; 先 
RU 的 第 7 行 元 素 ,然后 求 上 的 第 r 列 元 素 ,U 和 二 一 行 一 列 交叉 
计算 ,矩阵 4 的 LU 分解 可 按 下 图 逐 框 计算 ， 
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由 上 图 可 见 , 计 算是 按 一 框 一 框 进行 的 . 由 于 以 上 计算 是 通过 已 知 
数 和 已 经 求 出 的 数 来 求 得 ww 和 和 ,计算 时 不 必 记 录 中 间 结 果 , 故 
这 种 算法 也 称 为 紧凑 格式 . 


HERE 4 完成 LU 分 解 后 , 则 线性 方程 组 AX =b 的 解 就 等 价 
于 以 下 两 个 三 角 方 程 组 


人 =b, 
UX =Y 
ЕЕЗ LY =b 的 递 推 公式 为 


y = bs 
p == Suy i= 2,3, ns 
求解 UX 的 北 推 公式 为 
= = [yx — > uza) |а, i= n,n 一 1，…，2，1， 
例 3 НЕ LU 分 解 求解 线性 方程 组 


£ 2 3 —4]|X, — 2 
ee 12 13| | zz £ 5 
2 10 о —ij|| | | 10[` 
4 14 9 —134(х, 7 
解 第 一 步 计算 0 的 第 一 行 ,L 的 第 一 列 ,得 
ün =l, ur=2, us=3, и,=—4, 
la = a /un 3, {a= аир = 2, 


la = aa/un = 4. 
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第 二 步 ” 计 算 忌 的 第 二 行 忆 的 第 二 列 , 得 


и» = ax — лир = 2, 


из = аз 一 {дй 一 一 3， 


ua = аң — latu = 1, 


Га = (аз 一 laun) /uz = 3, 


Цо = (ae 一 Lutaz)/ux = 3. 
第 三 步 ” 计 算 品 的 第 三 行 ,L 的 第 三 列 , 得 


Uz = ass 一 latis 一 latin = 3, 


из = ац 一 [аии 一 буш = 2, 


ls (aa 


[Т 


Luz3) /изу = 2. 


PoF WRU 的 第 4 行 , 即 ww 得 


ua = aa 一 latu 一 lat — (азиз 4. 
从 而 
1 2 3 = 4 
з= ёл ЕЛ2 13 
2 10 0 – 3 
4 14 9 — 13 
тоосоо 2 3 —4 
= 1 0110 2 3 1 
= 3 1 0/0 0 3 2 
4 3 2 110 0 0 >= 
求解 
1 0 0 of = 2 
—3 1 0 0 [у _ 5 
2 3 1 0||> 10 
4 3 2 Ші 7 


得 y= (一 2, 一 1,17, 一 16)7. 求 解 
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12 з —4][ж 一 2 
02 —3 || e] | 1 
оо з 21| 17 
оо о 4115] 1—16 


{$ Х=(1,2,3,4)". 

如 果 4 п ХИЧ RE, ЕН ЕЛИ 1 还 可 得 如 下 分 解 定理 : 

定理 2 É AX n ИЕ, H 4 的 各 阶 顺序 主子 式 都 不 
为 零 , 则 4 可 惟一 分 解 为 

A= LDI", (2.1.13) 

Жүр L 为 单位 下 三 角 阵 ,D 为 对 角 阵 ， 

证 明 因为 4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 不 为 零 , 由 定理 1 知 ,4 可 
惟一 分 解 为 


1 Ul ир ul 

L и, и 
А — LU 21 22 2 

Г в + 1 Unn, 


EA u0 (i=1,2,…,n), 所 以 可 将 上 U 分 解 为 


1 И. Чи 


иу ип tun 
и» из 
= J: мег ы 
U a из DU,, 
Unn А 
1 


ИФ рН у E= Е. 于 是 
А = LDU, = L(DU ). 
因为 4 为 对 称 和 矩阵, 所 以 
А = А? = UD = U (DI). 
H 4 的 LU 分 解 的 惟一 性 即 得 
L= DD, 
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В U, =L", ik A= LDL'. 
五 、 平 方 根 法 及 改进 的 平方 根 法 


工程 技术 中 的 许多 实际 问题 所 归结 出 的 线性 方程 组 ,其 系数 
矩阵 常 有 对 称 正定 性 ,对 于 具有 此 类 特性 的 系数 矩阵 ,利用 和 矩阵 的 
三 角 分 解法 求解 是 一 种 较 好 的 有 效 方法 ,这 就 是 对 称 正定 矩阵 方 
程 组 的 平方 根 法 及 改进 的 平方 根 法 ,这 种 方法 目前 在 计算 机 上 已 
被 广泛 应 用 . 

1. КРЊАК 

定义 2 设 A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 若 对 任何 非 零 XE А", іН 
XI4X>0, 则 称 4 为 对 称 正定 矩阵 . 

由 线性 代数 知 ,正定 矩阵 具有 如 下 性 质 ( 证 明 略 ): 

(1) 正定 矩阵 A 是 非 奇异 的 ; 

(2) EEEE A 的 任 一 主子 矩阵 4， (r= 二 1,2,…,n 一 1) 也 必 
为 正定 矩阵 ; 

(3) 正定 矩阵 4 的 主 对 角 元 w (i 二 1,2,…,n) 均 为 正 数 ; 

(4) 正定 矩阵 4 WREE А>0 (i=1,2,*…,n)， 

(5) 正定 矩阵 4 的 行列 式 必 为 正 数 . 

定理 3 对 称 和 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 A 的 各 阶 顺 序 
EPR det(A)>0 (i=1,2,…,n). 

GEHA) 

2. есеи A 2 84 

定理 4(Cholesky 分 解 ) 设 4 为 n 阶 对 称 正定 矩阵 , 则 存在 
惟一 的 主 对 角 线 元 素 都 是 正 数 的 下 三 角 阵 工 , 使 得 

А = ЫЛ, (2.1.14) 

证 明 因为 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 由 以 上 性 质 (1)、(2) 和 定 

理 2 知 , 必 存 在 惟一 的 单位 下 三 角 阵 L, 和 对 角 阵 D, 使 得 
А = LDL]. 
下 面 证 明 D 的 对 角 元 素 di (i==1,2,…,n) 都 是 正 数 . 
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由 于 ЕГ Ж, MIPE- ERIH x, 8 хе, Ж 

中 = 一 (0,…,0,1,0,…,0)5. 由 4 的 正定 性 得 
0 < ХТАХ = ХТО РІЛТЭХ = (LIX)TD(LIX) 
= e; De, = d, (i= 1,2,=-,n). 

用 三 表 示 对 角 元 素 为 VCG=1,2，…o) 的 对 角 阵 , 则 有 

А = LDL = LD? , pti = (LiD?) (LD? yt, 
А L= LD: , 则 得 

A= И, 

ЖР, 为 对 角 元 素 都 是 正 数 的 下 三 角 阵 . 证 毕 . 

分 解 式 A= LL' 称 为 正定 矩阵 的 乔 列 斯 基 (Cholesky) 分 解 ， 
利用 乔 列 斯 基 分 解 来 求解 系数 矩阵 为 对 称 正定 矩阵 的 方程 组 
AX =b 的 方法 称 为 平方 根 法 .求解 步 又 具体 如 下 : 

设 A 为 n 阶 对 称 正定 矩阵 , 则 由 定理 4 知 , A= LL, BI 


an а * ax ba 0 = О fa зе ZA 
an an = an| |a le e 0||0 шс L 
аһ Ga б* айм Ha ы LO 0 ++ А 


将 右 端 矩阵 相 乘 ,并 令 两 端 矩阵 的 (z,7) 元 素 相等 ,于 是 不 难 算得 
矩阵 荆 的 元 素 的 计算 公式 为 
对 于 j 一 1,2，…n， 


Jm * 
L= (а= им) ， (2.1.15) 


L = (а= Быш), (2.1.16) 
(Ф==}+1,)+2,+е›,п). 
于 是 求解 线性 方程 组 AX =b 就 等 价 为 求解 下 面 两 个 三 角 方 
RA: 
Q) LY=b, KRY; 
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(2) L'X=Y, X. 


其 求解 公式 为 
=i 
y= [b — Уыз) i = 1,2,° on, (2.1.17) 
kl 
z = [x — Уа) ЈА, i=n,n— 1,2,1. 
k=í+1 


(2.1.18) 
当 工 的 元 素 求 出 后 , L 的 元 素 也 就 求 出 ,因此 平方 根 法 比 一 般 
LU 分 解 的 乘除 运算 量 小 得 多 . 另外 ,由 (2. 1. 15) 式 得 

а= Sa, j=1,2 en, 


所 以 la <a; < шах (а„), lal < < max Vay. 

上 式 说 明 ,在 矩阵 4 的 乔 列 斯 基 分 解 过 程 中 14 的 平方 不 会 
超过 А 的 最 大 对 角 元 ,会 入 误差 的 放大 受到 了 控制 ,从 而 不 选 主 
元 的 平方 根 法 是 数值 稳定 的 ,计算 实践 也 表明 了 不 选 主 元 已 有 足 
够 的 精度 ,所 以 对 称 正定 矩阵 的 平方 根 法 是 目前 计算 机 上 解决 这 
类 问题 的 最 有 效 的 方法 之 一 . 

例 4 用 平方 根 法 求解 


1 2 1][л 
2 8 4||z |= 
1 4 6j Lr, 


解 ”首先 检验 系数 矩阵 的 对 称 正定 性 ,这 可 以 通过 计算 其 各 
阶 硕 序 主子 式 是 否 大 于 零 来 判断 . 


=16>0, 


2 1 
8 4 
4 6 

所 以 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 . 记 系数 矩阵 为 4, 则 平方 根 法 可 按 如 
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下 三 步 进 行 ， 
第 一 步 ”分解 : A= LL'. 
由 公式 (2.1.15) 和 (2. 1.16) 可 算得 工 矩 阵 的 各 元 素 : 
n=1, la=2, lz=2, 
lu=1, 1 = 1, {з= 2, 


1 
因此 -} 2 | 
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第 二 步 ” 求 解 三 角 方 程 组 LY=b. 
由 公式 (2.1.17) 可 解 得 
Y= (0, — 1,2). 
第 三 步 ”求解 三 角 方 程 组 LTX=Y. 
由 公式 (2. 1.18) 可 求 得 方程 组 的 解 为 
X= (1， 一 1,1)7， 
利用 平方 根 法 解 对 称 正定 线性 方程 组 时 ,计算 矩阵 工 的 元 素 
4 时 需要 用 到 开 方 运算 ,另外 , 当 我 们 解 央 工程 问题 时 ,有 时 得 到 
的 是 一 个 系数 矩阵 为 对 称 但 不 一 定 是 正定 的 线性 方程 组 , 为 了 避 
免 开 方 运算 和 求解 这 类 方程 组 ,我 们 可 以 改 用 定理 2 的 分 解 式 
4 二 LDL" 去 计算 ,由 此 可 得 到 下 面 的 改进 平方 根 法 . 
设 


A= LDL" 
1 а, 1 la oe £, 
ЯТ la 1 а, 1 "e l. 
ы la ee 1 d, 1 


RITA L 的 元 素 (j==1,2,…，,i 一 1). 由 和 矩阵 乘法 运算 ,并 注意 
Я 1=1,1,=0 Gk), i 


" n j-i 
aj= È LDW = dn = dd + 04. 
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于 是 得 到 计算 志 的 元 素 及 D 的 对 角 元 素 公式 为 : 
对 i 二 1,2,… n, 


L = (一 Sudda) fa у=, — 1, 
(2.1.19) 

d, = a; 一 y, i (2.1. 20) 

为 了 避免 重复 计算 ,引进 
tj = 14). 
于 是 由 式 (2. 1.19) 和 (2. 2. 20) 得 到 按 行 计算 ZK,T(T==LD) 元 素 的 
公式 为 
X$ i=1,2 "n, 


ly = t /d;, j=1,2 — 1р (2.1.21) 
d, = а; 一 Sisa 
k=] 
这 时 求解 方程 组 АХ 一 ”等 价 为 对 下 列 方程 组 求解 ， 
3LY=b, ЖҮ, 
DL'X =Y, Ж X. 
这 是 两 个 三 角 方程 组 ,可 用 逐步 递 推 方法 求 其 解 , 具 体 计算 公式 为 
el. 
y =b — Ув = 1,2,1, (2.1. 22) 
k=1 


r 一 ЕЛ 一 У) да, i= n,n — 1,®,2,1. (2.1.23) 
下 面 介绍 存放 问题 . 先 将 计算 出 T=LD 的 第 i 行 元素 ty G= 
1,2,… ,i 一 1) 存 放 在 А 的 第 i 行 相应 位 置 . 然后 再 计算 工 的 第 i 
行 元 素 存放 在 A 的 第 i 行 ,D 的 对 角 元 素 存放 在 А 的 相应 位 置 . 例 
如 
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an d, 
А =; ап ав TA la d, 
ORERE) аз as аз la в ds 
аа аг аз qa йа ta ta aa 
а, 
la d, 
„> 
la lz ds 
la le la а, 
例 5 用 改进 的 平方 根 法 解 线性 方程 组 
5 一 4 1 0] |21 2 
= „ш. 1||ж| |—1 
1 -4 6 —4||| |—1 
0 1 一 4 531 Lr, 2 
Ж 对 i=1, di=an=5; 
对 ;一 2, 有 bo 一 ai 一 一 4， 
ln=tn/di 0.8, ds=az—t2lz=2.8. 
存放 后 数组 4 的 形式 为 
5 
— 0.8 2.8 
1-4 6 
0 1 一 4 5 
对 i=3, 有 
ы) 
=a Уы, ј= 1,2, 


ta = ау = 1, t= 


1%» = 1/4, =— 1.14286, 


存放 后 数组 4 的 形式 为 
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3.2, ln = ta/di = 0.2, 
d, = 2. 14285. 


5 


— 0.8 2.8 
0.2 一 1.14286 2.14285 
0 1 一 4 


对 i=4, 有 
1—1 
шы=ау— Dtula j=1,2,3, 
k=l 


ta = 0, t2 =l, tą =— 2.85714, 


la =0, la = 0.35714, la = — 1.33334, 
d, = 0. 83332. 
所 以 数组 4 的 形式 为 
5 
一 0.8 2.8 


0.2 — 1.14286 2. 14285 
0 035714 一 1.33334 0.83332 
由 公式 (2. 1. 22) 可 求 得 三 角 方程 组 LY=b 的 解 为 
Y = (2,0.6, — 0. 71428, 0. 83333)". 
再 由 公式 (2. 1.23) 可 求 得 方程 组 DLX =Y 的 解 为 
X = (1. 00002, 1.00003, 1. 00003, 1.00002)7, 
该 方程 组 的 准确 解 为 X= (1,1,1,1)". 


六 、 追 赶 法 
在 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 、 热 传导 方程 以 及 船体 数学 放样 


中 建立 的 三 次 样 条 函数 等 工程 技术 问题 的 求解 中 ,经 常 遇 到 如 下 
形式 的 特殊 线性 方程 组 


b су Е а 
a b с ЕЯ а, 
h Я а. 

9з E T= | КШ АШ 
tn hi , Crai) | Tai dr! 
L a, b, х, а, 
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方程 组 (2. 1. 24) 称 为 三 对 角 线性 方程 组 ,其 系数 矩阵 4 为 三 对 角 
筷 阵 ,这 种 方程 组 常常 是 按 行 严格 对 角 占 优 的 , 即 

lal > lal > 0, 

|Ь;| > lal + 11, а 9 0, 6 0,í = 2,3,+е,л — "| 

16,1 > lanl > 0. 

(2. 1. 25) 

这 个 问题 是 适合 于 用 LU 分 解法 求解 的 典型 问题 之 一 . 由 于 三 对 
角 方 程 组 的 特殊 性 ,这 里 并 不 用 现成 的 LU 分 解 公式 ,而 是 推导 出 
一 套 递 推 关系 , 既 节 省 存储 单元 ,又 减 小 计算 量 , 其 具体 的 LU 分 
解 为 : 

车 n(n 之 2) 阶 三 对 角 和 矩阵 А 的 元 素 满足 (2.1. 25) 式 , 则 三 对 
HERE 4 有 如 下 三 角 分 解 


4 ир с, 
L 1 uz C2 
A= в | , 
> Un-l Cn-l 
1. 1. и, 
(2.1.26) 
其 中 
u = bs 
li = аи» i= 23, n (2.1.27) 
u, = b, — licii. 
(证 明 从 略 ) 
设 有 三 对 角 线 性 方程 组 
АХ =d, 


其 中 4 中 元 素 满 足 (2. 1. 25) 式 , 则 有 (2. 1. 26) 式 的 三 角 分 解 A= 
LU ,从 而 方程 组 AX =d 的 求解 等 价 为 求解 下 述 方程 组 
LY =4. 
UX = Y. 
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由 LY=d, 即 


1 у] а 
h 1 у а, 
¿L 1 уз |= |431, 
I, 13у, n 
得 
一 а, 
= ТР УА (2.1.28) 
又 由 UX=Y, 即 
“< С Tı y 
и; C2 4; Yz 
u Cni | |En Ул-\ 
и, JL z, y 
得 
[= = fu, 


(2, = (y, — cm/  í= n — lsn — 2, 2.1. 
(2.1.29) 
公式 (2.1.27),(2.1.28) 和 (2. 1. 29) 通 常 称 为 解 三 对 角 方程 组 的 
追赶 法 公式 . 一 般 地 , 称 计算 wm,y，…，,y 的 过 程 为 “ 追 ”, 计 算 л, 
хз, ул 的 过 程 为 “ 赶 ", 故 此 法 叫做 追赶 法 ,这 是 实际 计算 中 求 
解 三 对 角 方程 组 的 一 种 有 效 方法 . 


+. 列 主 元 三 角 分 解法 


列 主 元 三 角 分 解法 是 对 应 于 高 斯 列 主 元 消去 法 的 一 种 矩阵 的 
直接 分 解法 . 
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我 们 知道 ,用 三 角 分 解法 求解 方程 组 ,要 求 系数 矩阵 4 的 各 
阶 顺序 主子 式 均 不 为 零 . 否则 ,在 分 解 过 程 中 ,将 会 出 现 某 个 主 元 
素 为 零 而 无 法 继续 进行 分 解 . 此 外 ,即使 主 元 素 不 为 零 ,但 当 其 绝 
对 值 很 小 时 ,计算 结果 也 将 导致 会 入 误差 的 严重 积累 . 然而 ,如 果 
我 们 在 分 解 过 程 中 增加 选 主 元 的 步 又, 即 建立 列 主 元 三 角 分 解法 ， 
此 时 ,由 于 高 斯 列 主 元 消去 法 仅 在 消 元 过 程 中 进行 行 交换 ,这 就 相 
当 于 用 高 斯 消去 法 先进 行 一 系列 的 行 交换 后 ,方程 组 再 进行 LU 
分 解 .对 此 , 若 4 非 奇异 ,可 设 原 方程 组 АХ =b 经 过 行 交换 后 的 方 
程 组 为 

PAX = Pb, 

其 中 P НЕЕ Е, #7 PA 能 进行 LU 分 解 , 则 可 通过 依次 求解 三 
пува. 

(1) LY=Pb, RY; 

(2) ОХ=Ү, ЖХ 
得 出 原 方程 组 АХ 一 的 解 ,从 而 有 如 下 定理 ， 

定理 5( 列 主 元 的 三 角 分 解 ? 

若 4 为 非 奇 异 矩阵 , 则 存在 排列 矩阵 Р, f 8 PA 有 惟一 的 杜 
里 特 尔 (Doolittle) 分 解 

PA = LU, 

Хер, 是 单位 下 三 角 阵 ,UV 是 上 三 角 阵 (在 同样 条 件 下 ,也 可 推出 
PA 有 惟一 的 克 劳 特 分 解 ). 

СЕВ АЖ) 

定理 5 表明 对 非 奇异 矩阵 4 施行 一 系列 行 交换 后 ,可 以 进行 
杜 里 特 尔 分 解 ,不 过 在 实际 中 行 交换 与 分 解 总 是 交替 进行 的 ,具体 
作法 如 下 : 

对 矩阵 4 做 列 主 元 分 解 , 设 4"==4, 又 设 已 完成 了 前 一 1 步 
分 解 (1<k<n 一 1) ,并 将 已 算出 的 和 的 元 素 存 放 在 А 的 相应 
位 置 , 记 为 
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un Uz Ul иц + им 


la ип ы! и» ч им 
А0 = oa ара 9 Urga Uaa с" Uain]. 
ln | 


lm 12 ле laei 


由 于 施行 行 交 换 ，4“ "中 方 框 内 的 as 可 能 不 是 原来 4 中 
Жа. 

第 & 步 分 解 需 利 用 公式 (2.1.11) 和 (2. 1.12). 为 了 避免 用 零 
或 绝对 值 小 的 数 作 除 数 , 先 计算 

S. = ав" 一 Sirun G= k,k 1,0). 
rel 
T S, 为 (2.1.11) 中 的 ww 而 Sa Sia t S, 即 为 (2.1.12) 中 
各 式 右 端的 分 子 部 分 ,在 它们 中 间 选 取 绝 对 值 最 大 者 为 主 元 素 , 记 
YE S, BP 
18,1 = тах |5,1. 
RERE А“ "н АТУ a T ВР ЕЙ ЖЛ ИЖ 
来 的 记号 ,于 是 
им = б. 

将 它 存放 在 ak 2 的 位 置 ,然后 再 进行 第 & 步 分 解 , и, (j= 二 k 十 1， 
十 2,… sn) 仍 可 按 公 式 (2. 1. 11) 计 算 ,并 依次 存放 在 apr eo 
ак 的 位 置 .而 各 的 计算 可 直接 利用 S，(i 二 &,k 十 1,…,n), 即 

S/S i = k + 1k + 2 nizi, 
T (54/8, i= i. 
依次 将 latins” ,lu 存放 在 айке" ‚а 的 位 置 . 

在 列 主 元 三 角 分 解 过 程 中 , p= (b,b, sb)" 参加 PA 的 
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la 


LU 分 解 过 程 中 的 行 变 换 . 因此 ,分 解 过 程 结束 时 已 在 4b 的 位 置 上 
得 到 Pb. 

综 上 所 述 , 将 列 主 元 三 角 分 解法 用 于 求解 方程 组 AX=b В], 
由 于 

PAX = Pb, 

而 РА= 10, ТИ LUX = Pb. 

于 是 求解 方程 组 AX =b 转化 为 求解 两 个 三 角 方 程 组 

(1) LY=Pb, RY; 

(2) UX=Y, X. 

以 上 即 为 求解 线性 方程 组 的 列 主 元 分 解法 . 

例 6 利用 列 主 元 分 解法 求 方程 组 


1.00 0.333 1.50 — 0. 333] |21 3.00 
_ 2.01 1.45 0.500 2.95||z2:| | 5.40 
4.32 一 1.95 0.000 2.08 | |z; |o.130 
5.11 一 4.00 3.33 一 1.11 4 3.77. 


的 解 ， 
W 第 一 步 当 k=1 时 ， 
S =a, 1 = 1,2,3,4, 
51= 1.00, 5;=— 2.01, S,= 4.32, 58, = 5.11. 
ВЕЖ 5,=5.11,1=4, [А i 的 的 第 1 行 与 第 4 
行 ,然后 计算 U 的 第 1 行 与 的 第 1 列 ,得 


5.11 —400 3.33 一 1.11; 3.77 
ГА вус 17 9:392] 1.45 0.500 2.95 5.40 | 
| 0.845| — 1.95 0.000 2.08 0.130 
0.196] 0.333 1.50 一 0.333 3.00 
第 二 步 ” 当 & 一 2 时 ， 


S =a — lags i= 2,3,4, 
5, =— 0.120, 8; = 1.43, 58, = 1. 12. 
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主 元 素 为 5, 二 1. 43,is 二 3, 交 换 [4% i po] 的 第 2 行 与 第 3 
列 ,再 计算 上 U 的 第 2 行 与 也 的 第 2 列 ,得 

5.11 —400 3.33 一 1.11: 3.77 
0.845 1.43 一 2.81 3.02 ; 0.130 
一 0.393 0.0839 |0. 500 2.951 5.40 
0.196 0.783 | 1.50 —0.333 3.00 
第 三 步 ” 当 &=3 时 ， 


@› = 
S, = азу — lats 一 lazuzs = 1. 57, 


[АФ i 52] 一 


S, = а@ 一 laun — Lotus = 3. 05. 

ЖЖЖ 5,=3.05,,=4,ЖЮ&[АФ i 02] 的 第 3 行 与 第 4 
行 ,再 计算 口 的 第 3 行 与 的 第 3 列 ,得 

511 —400 3.33 —111; 3.77 
0. 845 1.43 一 2.81 3.02 0.130 
0196 0.783 3.05 —2.47: 3.00| 
一 0.393 一 0.0839 0.515 | 2.95; 5.40 
第 四 步 ” 当 A 一 4 时 ， 

ua = а 一 lutu 一 Lous 一 Lous = 4. 04. 


至 此 分 解 完毕 , 即 PA=LU ,其 中 


[АФ :6%]= 


1 
0. 845 1 
L= , 
0.196 0.783 1 
— 0.393 — 0.0839 0.515 1 
` 5.11 — 4.00 3.33 — 1.11 
1.43 — 2.81 ‚0 
U= 8 3.02 | 
3.05 — 2.47 
4. 04. 


最 后 ,求解 LY—b 得 
Y = (3.77, 一 3.06,4. 66,4.22)7. 
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再 求解 Ux =Y 得 方程 组 的 解 为 
X = (— 0.329,0. 322,2. 37,1. 04)". 


§ 2 ”线性 方程 组 的 迭代 解法 


前 面 我 们 介绍 了 解 线性 方程 组 的 直接 解法 ,这 对 于 变量 个 数 
不 多 的 线性 方程 组 是 很 有 效 的 . 但 由 于 采用 直接 方法 在 多 次 消 元 、 
回 代 的 过 程 中 ,四 则 运算 的 误差 积累 与 传播 无 法 控制 ,致使 计算 结 
果 精 度 也 就 无 法 保证 . 对 此 ,本 节 将 继续 介绍 线性 方程 组 的 另 一 类 
解法 一 一 欠 代 法 .由 于 它 具 有 保持 迭代 矩阵 不 变 的 特点 ,因此 这 类 
方法 特别 适用 于 求解 大 型 稀疏 系数 矩阵 的 方程 组 . 此 外 ,利用 迭代 
法 只 要 断定 系数 矩阵 满足 收敛 条 件 , 尽 管 多 次 迭代 计算 工作 基 较 
大 ,都 能 达到 预定 的 精度 , 且 和 迭代 法 在 计算 机 内 存 和 运算 两 方面 通 
常 都 可 利用 系数 矩阵 中 有 大 量 零 元 素 的 特点 ,而 高 速 计算 机 能 胜 
任 那些 程序 简单 .重复 基 大 的 迭代 计算 . 

线性 方程 组 的 迭代 解法 就 是 根据 所 给 的 方程 组 AX=b ,设计 
出 一 个 迭代 公式 ,然后 将 任意 选取 的 一 初始 向 址 X" 代入 迭代 公 
式 , 求 出 YX， 再 以 Xo 代 入 同一 迭代 公式 , 求 出 X 2” ,如 此 反复 进 
行 ,得 到 向 基 序 列 {X"}). 当 {X} 收 敛 时 ,其 极限 即 为 原 方程 组 的 
解 .但 由 于 实际 计算 都 只 能 计算 到 某 个 X%” 就 停止 ,因此 ,即使 不 
考虑 舍 入 误差 的 影响 ,通常 在 有 限 步 又 内 迭代 法 也 得 不 到 方程 组 
的 准确 解 ,只 能 得 到 逐步 通 近 解 . 

下 面 介 绍 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 
迭代 法 与 逐次 超 松弛 迭代 法 (SOR 迭代 法 ; Successive Over 
Relaxation Method). 


一 、 雅 可 比 (Jacobi) 和 迭代 法 


设 有 元 线性 方程 组 
АХ = b, (2.2.1) 
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其 中 系数 矩阵 4 的 对 角 元 素 a 220 (i==1,2,…,n). 
AFRA AX =b 的 第 i 个 方程 中 解 出 x;, 可 得 到 与 4X=b 等 
价 的 方程 组 


Xl Le арх 一 аза — t — antn + бу), 
an 
Tz 1 (— aat as БЫ аых„ + 6), 
а 
2, = 2 (анду 一 AnTz — '* — а„,-ул,- T bn). 
(2. 2. 2) 
记 
0 
an ай 0 
D= БЫ ‚ L= jan az 0 ， 
ам j 
айа a Ang 0 
0 а» аз ax 
0 as азм 
U= É , 
0 амы 
0 
则 (2, 2.2) 式 可 用 和 矩阵 形式 写 为 
X =— D(L + U)X + рт. 
令 


B=—D-(L +U), а= 0р7, 
于 是 (2, 2. 2) 式 又 可 写 为 
X = BX + d. (2.2.3) 
迭代 计算 的 过 程 为 : 首先 取 X = (z ,xz29,… ,zx，)7, 将 其 
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代入 (2. 2.2) 式 右 端 ,得 


) › (0) (0) 

xy ( anay a133 ш az, b), 
an 
1 ‹ 

2% ( anz” ana? — ++ — amt” + б), 
az 
1 

aP = Le ana? ааа — + — аш, Eb), 

即 X = ВХ +d. 


再 将 XORA (2.2. DRAM RE XO — BX 十 d, 如 此 反复 进行 
迭代 ,一 般 地 有 

X% = ВХ +d, k=0,1,2,., 
即 


a+ 1 (bb W W 
Ti FEN ах; QI3T3 et — ахь +b), 
7 1 7] w 
х = —(— anat anz; = ant, +b), 
ax 
kD 1 w W W 
zt x” (— аа амХ; + — аа-а) + 6а). 
nn 


(2.2.4) 
ВНР] ТЕ СЕ (x). Ж limX% =", 
组 AX =b 的 解 .这 种 求解 线性 方程 组 (2. 2. 1) 解 的 方法 称 为 雅 可 
比 和 迭代 法 ,矩阵 已 称 为 迭代 矩阵 , 为 了 便于 编制 程序 ,可 将 
(2.2. 4) 式 改写 为 如 下 形式 ， 


-1 
CrD 一 | gi Says” re Б> ajz” + b) 


j=l j=i+1 
== + Ha- Уа), (2.2. 5) 
ii j=l 


52 


二 、 高 斯 - 塞 德尔 (Gauss-Seidel) 和 迭代 法 


仔细 研究 雅 可 比 迭 代 法 我 们 不 难 发 现 ,在 逐个 求 于 的 分 
Җа", Н а ЕЕ ЕЕЕ И 
MEARS Е ЕНЕ 事实 上 ,最 新 计算 出 
来 的 分 量 更 比 旧 的 分 基 接 近 方 程 组 的 准确 解 . 因此 ,设想 当 新 的 分 
其 求 得 后 ,马上 用 它 来 代替 旧 的 分 量 , 则 可 能 会 更 快 地 接近 方程 组 
的 准确 解 . 基于 这 种 设想 构造 的 迭代 公式 就 称 为 高 斯 - 塞 德尔 选 代 
法 . 其 具体 迭代 过 程 如 下 : 

IER XO = Pa ,… ,x0 T, 第 一 次 迭代 为 


0 1 w (0) w% 
Ei 《一 alz72 QI13T3 e ара" +b), 
an 
o | v (0) Lh 
ы isa a ant азху — "" — аһї, +b), 


х = 4- аа? аат) — +" анал F ba) 
反复 迭代 , 便 得 到 下 面 的 迭代 公式 ， 
zt 一 +o- aur — ana — ++ — ar + b), 
9+0 = z алх — ах — ++ алә +), 
z 一 2 (— art — apr? — e — ойсо рЫ 
(2.2.6) 
类 似 地 ，(2. 2. 6) 式 可 用 矩阵 形式 表示 为 
xim =— рх + их“) + D b. 
ERMER D 得 
рх“ =— Lye — UX” +b, 
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移 项 得 
(D+ LX% = — UX” + b. 


因为 mr 天 0 (==1,2,…,n), 所 以 行列 式 |D 十 L| 取 0, 故 将 上 式 两 
端 左 乘 (D 十 L)! 得 


Хх“) 一 一 (D+ L) '!UX' + (D + L)" b. 
* G=— (0 +1)70, d= (D + L)”!b, 
则 
XD = GX” + d.. (2.2.7) 


迭代 公式 (2.2. 6) 或 (2. 2. 7) 称 为 解 线性 方程 组 АХ —b 的 高 斯 - 塞 
德尔 迭代 法 ,矩阵 G 称 为 迭代 矩阵 . 为 了 便于 编制 程序 ,可 将 
(2. 2. 6) 式 改写 为 如 下 形式 ， 

z G = 1,2,…,n) 为 任意 给 定数 ， 


-1 


atwo 0 Siart — D) aya + h] 


=” + Hla 一 ав" 一 Dasa) , 

i= 1,2,+#,п; Ё = 0,1,2, (2. 2. 8) 
由 于 当 新 的 分 基 求 得 后 , 便 马 上 用 它 来 代替 旧 的 分 量 , 因此 高 
斯 - 塞 德尔 迭代 法 与 雅 可 比 迭 代 法 相 比 有 一 个 明显 的 优点 ,就 是 上 
机 计算 时 已 不 需要 两 组 工作 单元 存放 XW 和 XW ,而 仅 需 一 组 工 
作 单 元 用 来 存放 天 ”的 分 量 . 当 计算 出 г” ЖИН хо, 
其 计算 基 与 雅 可 比 迭 代 法 相同 ,但 计算 速度 加 快 且 存储 量 又 小 , 故 

高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 可 看 作 是 雅 可 比 迭代 法 的 一 种 修正 . 


三 、 逐 次 超 松弛 (SOR ) 迭 代 法 


松弛 迭代 法 是 高 斯 - 塞 德 尔 送 代 法 的 一 种 加 速 方 法 ,其 基本 思 

想 是 将 高 斯 - 塞 德尔 迁 代 法 得 到 的 第 & 十 1 ТТ 229 Н; 

第 《次 近似 解 向 其 X” 作 加 权 平 均 , 当 权 因子 ( 即 松弛 因子 )o 选 

取 适 当时 ,加 速效 果 很 显著 .因此 ,这 一 方法 的 关键 是 如 何 选取 最 
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佳 松弛 因子 , 现 具体 介绍 如 下 . 
设 有 线性 方程 组 
АХ = b, 
将 矩阵 A 分 解 为 4 一 7 一 8B, 则 该 方程 组 等 价 于 
X=BX+d (d= b, 
于 是 迭代 公式 为 
x“ = BX” + d. (2.2. 9) 
由 于 第 上 次 近似 解 Xe 并 非 AX 一 的 解 , 故 5 一 4X 20. Z 
r® =b — AX”, 
其 中 r” 称 为 剩余 向 量 . 于 是 (2. 2. 9) 式 可 改写 为 
Хх = U — AX” + b = ХӘ + b AX” 
=X +r” (k=0,1,2,-.). 
ERIRE ,应 用 迭代 法 实际 上 是 用 剩余 向 基 ~” 来 改进 解 的 第 
和 次 近似 ,也 就 是 说 ,第 & 十 1 次 近似 是 由 第 次 近似 加 上 剩余 向 
Ж r 48369. 为 了 加 速 X 32 的 收敛 速度 ,可 考虑 给 rO RE 
个 适当 因子 w, 从 而 得 到 一 个 加 速 迭代 公式 
X% = X” + wb — AX”), (2.2.10) 
其 中 w 称 为 松弛 因子 ，(2, 2, 10) 式 的 分 量 形式 为 


zt = rt + ol b, — Уа") ， 
Jet 


i= 1,2pesn; k= 0,1,2. 

只 要 松弛 因子 w 选 择 得 当 , 由 (2. 2. 10) 式 算出 的 第 &+1 次 近似 
就 会 更 快 地 接近 方程 组 AX=b 的 解 ,从 而 可 以 达到 加 快 收敛 速度 的 
目的 . 然而 以 上 这 种 在 带 松弛 因子 的 同时 的 迭代 法 技巧 要 求 很 高 ， 
很 难 掌握 , 且 没 有 充分 利用 已 经 算出 的 分 量 信息 , 故 并 不 经 常 使 用 ， 

考虑 到 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 程序 设计 简单 , 且 已 充分 利用 了 
最 新 计算 出 来 的 分 其 的 信息 , 故 依 上 述 加 速 收敛 思想 ,对 高 斯 - 塞 
德尔 迭代 法 加 以 修正 , 便 得 到 下 面 的 逐次 超 松弛 迭代 法 ,简称 
SOR Ж. 其 迭代 公式 如 下 ， 
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任 给 009 G=1,2, sn), 


+0 
Ti 


#-1 n 
== +b Dat? Da”). (2.211) 
а j= = 


i= 1,2,+е,п; 一 0,1, 2 


当 0<w<1 时, (2.2.11) 式 称 为 低 松 弛 迭代 法 (SUR 法 ); 当 
w 之 1 Bf, (2. 2. 11) 式 称 为 超 松 弛 迭代 法 (SOR 法 ); 当 o= 1 时 即 
为 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 . 

超 松弛 迭代 法 是 解 大 型 方程 组 ,特别 是 大 型 稀 朴 矩阵 方程 组 
的 有 效 方 法 之 一 . 它 具 有 计算 公式 简单 ,程序 设计 容易 ,占用 计算 
机 内 存单 元 较 少 等 优点 ,只 要 松弛 因子 o 选择 得 好 ,其 收敛 速度 


就 会 加 快 ， 


对 于 以 上 介绍 的 解 线性 方程 组 的 三 种 迭代 解法 ,计算 时 ,我们 
都 可 用 шах [Ах] 一 max|z ди |< (e 为 精度 要 求 ) 控 制 迭 


RAIE. 
例 1 
迭代 法 ( 取 


试 分 别 用 雅 可 比 迭代 法 ,高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 和 超 松 弛 


w 二 1.15) 解 线性 方程 组 

[ 5 1 一 1 —2] [>x 一 2 
2 8 1 за |—6 
1 —2 —4 —1||z| 6’ 

1—1 3 2 7] Le, 12 


当 max |Ax;| = тах | х0 — zí | то 402 I OT FE ВЯ 


ія 


确 解 为 X "一 (1, 一 2, 一 1,3)7)， 
解 取 X”=(0,0,0,0)", 雅 可 比 公式 为 


х 
х 
zt 
АЫ; 
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= z“ 十 L 2 一 5z — rP 4 x + 2д®у, 


Ф 
х + 


Ф Ф Ф w 
(— 6 — дег 82; 26 суд 


(k) (k) (k) (k) 
(6 — z” +22; +4; tE 


1 
8 
w 1 
4 
1 
7 


(2 + z) — За — 2х0 — 7280 


迭代 24 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
X°” = (0. 9999941 , —1. 9999950, — 1. 0000040,2. 9999990)7. 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 公式 为 


299 二 x 十 x 2— 529 —х® +IP 十 2r”), 
z+ = r 6 — 229+ — gr” — r” — 3r у, 
Za) ka т Е, 10 (6 — z+ + 25% ч 4х? + z), 
аф" = z + EAR + zt — gatt — gat — qat), 


和 迭代 14 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
X09 一 (0.9999966, 一 1. 9999970, — 1. 0000040, 2. 9999990)". 
超 松弛 和 迭代 法 的 迭代 公式 为 


КАШ Же. z” 中 =Ç 2 5a” zP + zt + 22%), 
290 & х + K 6 2х?**? зг? zt 32%), 
дої” = х® Ра 906 — = = 2 + 2х9 wD 十 ах? + х®), 
хото s х® + то? += АЕ > Batt? 一 250+) 一 тх®). 


取 о= 1. 15,06 8 次 后 得 方程 组 的 近似 解 为 
Х = (0. 9999965, — 1. 9999970, — 1. 0000010,2. 9999990)". 


5з 迭代 法 的 收敛 性 


和 迭代 法 的 一 个 重要 问题 就 是 在 什么 条 件 下 才能 保证 迭代 法 产 

ЊЕ Вата Л (ХЧ)? 为 了 研究 线性 方程 组 近似 解 的 误差 估 
计 和 迭代 法 的 收敛 性 ,我 们 先 介绍 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 的 概念 . 
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一 、 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 


向 量 或 矩阵 范 数 实际 上 是 对 维 向 其 空间 中 的 向 量 及 实数 域 
中 的 阶 方 阵 的 “大 小 ”进行 菜 种 度 基 . 如 А" 中 向 基 范 数 是 R: 中 
向 基 长 度 概念 的 推广 ， 

定义 1( 向 量 范 数 ) 对 任意 维 向 其 XE R"', 若 按 一 定 规则 
对 应 一 非 负 实数 | x | , 它 满 足以 下 条 件 : 

(1) 正定 条 件 : lx 126," ВИч X=0 B, I X [=0; 

(2) 齐 次 性 : | kx [= 1А X k HERRN 

(3) ZATEA: | XHY IISI X I+II Y 1, 对 任意 X,YER， 
则 称 | X Ami X 的 范 数 或 模 . 

Ў Х= (дуло "е од)", НОТ ИБ ОГ. 

[XI = lal t [zl He 1,1, 


{х |, = Vizi? + 1+ 1°, 
Ixi. = тах |л‹|, 
分 别称 为 向 量 1 范 数 .向 量 2 范 数 ,无 穷 范 数 . 易 证 它们 都 满足 定 
义 1 中 的 三 个 条 件 . 
向 其 的 不 同 范 数 的 数值 是 不 一 样 的 ,这 不 影响 度量 向 二 的 大 
小 ,因为 向 量 的 不 同 范 数 之 间 都 有 一 定 关系 . 可 以 证 明 向 其 1 范 
数 ,向 基 2 范 数 及 无 穷 范 数 之 间 有 如 下 关系 ， 
ТХ <l xi, <l xl, 
lx. <l xl,<. n xl, 
1 
= lx |, <l Xx I, =< l XI. 
这 一 关系 称 为 向 量 之 间 的 等 价 关 系 . 它 表明 , 若 一 个 向 量 的 某 种 范 
数 是 一 个 小 量 , 则 它 的 任何 一 种 范 数 也 是 一 个 小 量 .因此 ,不 同 范 
数 在 数量 上 的 差别 对 分 析 误 差 并 不 重要 ,反而 使 我 们 可 以 根据 具 
体 问题 选择 适当 的 范 数 以 利于 分 析 和 计算 . 
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(2.3.1) 


例 1 #Х=(1,0,—5,2)7,Ж XI, WX |.| x |. 
解 上 Xl,=1+5 十 2=8， 

l| x 1,1204 5222 = 4/30, 

I Х ll =тах{1,5,2) =5. 

设 尺 ” 为 全 体 ” 阶 方 阵 的 集合 ,类 似 向 量 范 数 的 定义 ,我 们 给 
出 矩阵 范 数 的 定义 . 

定义 2( 和 矩阵 的 范 数 ) 对 任何 阶 方 阵 AE А", ФУ 
非 负 实数 | 4 1 满足 ， 

a) ПА 120,4 А054 A=0 nt, || 41=0， 

(2) 对 任意 数 和 ,有 | АА = lkl e 41; 

(3) 对 任意 两 个 n 阶 方 阵 4,BE R”", 有 

1А + в1< 141+ 181; 

w) IAB ISIA 1+ 181, 

ШЕ А [Ж n 阶 方 阵 4 的 范 数 (或 称 4 的 模 ). 

与 向 量 范 数 的 定义 相 比较 ,前 三 条 性 质 只 是 向 量 范 数 定义 的 
推广 ,而 第 四 条 性 质 则 是 矩阵 乘法 性 质 的 要 求 . 

由 于 很 多 误差 估计 间 题 ,矩阵 范 数 常 与 向 基 范 数 混合 在 一 起 
使 用 ,例如 线性 方程 组 4X=5b, 左 端 就 是 一 个 矩阵 与 一 个 向 基 的 
乘积 . 因此 在 分 析 其 误差 估计 时 ,必须 同时 涉及 矩阵 范 数 和 向 霹 范 
数 .所 以 当 我 们 考虑 矩阵 范 数 时 ,应 该 使 它 和 向 其 范 数 联系 起 来 . 
为 此 引进 范 数 相 容 的 概念 . 

定义 3( 相 容 性 ) ”对 任意 的 BP) EE AERA n К 
XER", 若 不 等 式 


ПАХ < all XI (2. 3. 2) 
成 立 , 则 称 矩 阵 范 数 与 向 基 范 数 是 相 容 的 . 
上 述 不 定式 也 称 为 矩阵 范 数 与 向 基 范 数 的 相 容 性 条 件 . 在 同 
一 个 问题 中 要 同时 使 用 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 时 ,这 两 种 范 数 应 当 
是 相 容 的 . 
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常用 的 矩阵 范 数 有 : 设 A= (а ER” 
CD lA lisma Ñ layl G 范 数 或 列 范 数 )， 


D ПА 1, =, САТА) (2 范 数 或 谱 范 数 )， 
其 中 А (АТА) ЖЕРЕ ATA 的 最 大 特征 值 ; 


(3) ПА І... = max >; [а 无穷 范 数 或 行 范 数 ); 
<< 1 


(4) ПА ll, = | У) > ay (Frobenius 范 数 )， 
izi j=l 


例 2 WER 
х= a 


试 计算 А.Г A I A ;和 | Al, 
解 1А1..=3.1А1,=5,1А 1:=M14, 因 为 


ws RE е! 


13 一 一 2 
ата -a= | 657 9=0, 
| | ЕРИ + 

所 以 ПА 1, =7 十 2/10， 


二 、 迭代 法 的 收敛 性 

为 了 讨论 线性 方程 组 迭代 解法 的 收敛 性 ,首先 介绍 向 量 序列 
收敛 的 概念 . 

定义 4( 向 量 序列 的 极限 ) 设 % 维 向 量 X%= (0.2... 
ЭТ X Хат оаа ) 若 对 于 i 二 1,2,…,n, 均 有 


: k. * 
limz!® = x, 


, 


Г 


MERA RUFI (XO EAF X" , 记 为 
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k— со 


Бах“ = X" 或 简 记 为 X* 一 一 > XX". 
显然 ,向 量 序列 {X” } 收 敛 于 X "的 充 要 条 件 是 


即 lim | 一 X |. = 0, 
其 中 上 .为 向 量 的 任何 一 种 范 数 , 由 范 数 的 等 价 性 , 即 (2. 3. DR 
可 知 
lim | x° — X% |, = 0 
和 Бъ xt = X% I,=0 
同样 是 {X 中 } 收 敛 于 X' 的 充 要 条 件 . 因此 ,对 某 种 近代 法 的 收敛 
性 ,常用 按 某 种 范 数 的 收敛 来 加 以 证 明 . 
在 讨论 方程 组 迭代 法 的 收敛 条 件 时 ,常用 到 谱 半径 的 概念 ,下 
面 我 们 给 出 定义 ， 
定义 5 И BERE AERO KREIEN A (i=1,2,*…,n)， 
称 
P(A) = тах |А] (2.3. 3) 
为 矩阵 4 的 谱 半 径 ， 
下 面 继续 讨论 谱 半 径 与 范 数 之 间 的 关系 . 
设 4 为 4 的 任意 特征 值 ,X 为 对 应 于 4 的 4 的 特征 向 量 , 则 由 
АХ = AX 
得 | АХ | = [ АХ 省 再 依 相 容 性 条 件 有 
lal Xi = AXISA xi. 
因为 X 为 非 零 向 量 , | x 150, 0 
A< Al. 
由 于 4 是 A 的 任何 特征 值 ,因此 有 
eA) < 1А |, (2.3.4) 
HDE BE 4 的 谱 半 径 不 超过 А 的 任何 一 种 范 数 . 在 讨论 线性 方程 组 
迭代 法 的 收敛 性 时 , 当 变 元 个 数 较 多 时 . 由 于 p(4) 不 容易 求 ,而 
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ПА | 较 容 易 求 , 故 可 将 条 件 适 当 放 宽 , 改 用 | A | 去 判别 . 

下 面 介绍 一 般 线性 迭代 法 收敛 的 一 些 基本 定理 ， 

设 有 线性 方程 组 4X=5, 其 中 A 为 非 奇异 矩阵 ,将 其 转化 为 
与 之 等 价 的 方程 组 

X=MX+d 
且 {X*)}) 为 由 迭代 法 
x“? = MX% + d (2.3.5) 

(н x” 为 任意 选取 的 初始 向 量 ) 产 生 的 向 量 序列 ,M 称 为 近代 
和 矩阵,d 称 为 右 端 向 量 . 

定理 1 对 任意 的 初始 向 量 X" 及 任意 的 右 端 向 量 a А 
(2. 3. 5) 收 全 的 充分 必要 条 件 是 谱 半径 осм) <1. 

(证 明 从 略 ) 

一 般 来 说 ,计算 矩阵 的 谱 半 径 比 较 困难 , 故 用 定理 1 判断 迭代 
法 是 否 收敛 往往 不 太 容易 ,以 下 介绍 用 矩阵 范 数 或 其 他 方法 判别 
迭代 法 收敛 的 充分 条 件 . 

定理 2 若 | M 1<1, 则 迭代 法 (2. 3. 5) 收 敛 , 且 有 误差 估计 


式 


Прут 一 (2.3.6) 


1 тет | IXP XN. (2.3.7) 
证 明 由 于 pC(M) 志 上 М | 迭代 法 (2. 3.5) 收 敛 是 显然 的 , 且 
有 limx® =x", 下 证 (2.3. 6) 5 (2. 3.7) 成 立 . 
由 于 XX" 满 足 方 程 组 
Х' = МХ' +d. (2.3. 8) 
由 迭代 公式 (2. 3. 5) 5702. 3. 8) 149 
Хе XH М(Х — ХО), 
Х* — X% = M(X' — X”), 


1х — X% | < 


于 是 
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Ixe xP | < |M |. Xe — xe |, (2.3.9) 
{хб хе «мх х, 
而 | xew x” 1 1 x` x% (Х" х0) \ 
21 | x х || 
> (1 一 ав Ix- X% |, 
即 有 Hx: — X% | < 一 |+ хо |, 
于 是 (2. 3. EE E ep НӘ, 


Im l: 
1— MI 


用 迭代 矩阵 上 M ||<1 作为 收敛 性 的 判别 是 方便 的 ,但 要 注意 
这 只 是 收敛 的 充分 条 件 . 例如 ,考虑 方程 组 


іх" хә || < Ixe X° |, 


X= MX +a, 
0.8 0 1 
其 中 м [0 а! а= |1], 
计算 矩阵 M 的 范 数 得 
{м|,=1.3, 1м1, = 1.09, IM lo = 1.2. 


虽然 M 的 这 些 范 数 都 大 于 1, (B M 的 特征 值 为 和 =0. 8,45 
0.7, 即 pCM)=0. 8, 由 定理 1 知 此 方程 组 的 迭代 法 是 适用 的 . 

下 面 我 们 再 给 出 雅 可 比 迭 代 法 与 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 的 
充分 条 件 . 


定义 GOTHI ERE B A= la) WMR A 满足 条 件 
[а > 六 la， 一 12， 


ж 
ШИЕ А 的 每 一 行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 严格 大 于 同行 的 其 他 元 
素 的 绝对 值 之 和 , 则 称 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ， 
定理 3 ЖА (oj),x 为 严格 对 角 占 优 阵 , 则 4 为 非 奇异 矩 
Е. 
证 明 用 反 证 法 . 车 14|==0, 则 齐 次 线性 方程 组 АХ =0 有 非 
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FILH XS (asaran), HiB |а| = тах |2, 1560, ж H 
АХ=0 МЖА ХУВ 


" 
Dayz; =0› 
=! 


К ; 
得 аыл = | Ула, | Z layl lz;l 
A 151 
< lal Ð layl 
j=1 
jk 
即 laul < >; [а]. 
F 


与 假设 矛盾 , 故 141 尖 0, 即 4 为 非 奇异 矩阵 ， 
定理 4 若 AX=6b 的 系数 矩阵 AER"*" 为 严格 对 角 占 优 阵 ， 
则 解 此 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 都 收敛 ， 
证 明 (1) 首先 证 明 解 AX = 的 雅 可 比 迭 代 法 收敛. 因为 A 
为 严格 对 角 占 优 阵 ,所 以 
la, | > > lajl, i= 1 2， 


ji 


即 > 


і=1 
+i 


ET ERREEN B= — D +U), AEA 


бс, i=1,2 еп, 
Aü 


вА. = ва У | |< 
а 
由 定理 2 知 解 АХ =b Е ГНИ ЕЩ. 
(2) 再 证 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 . 
由 假设 可 知 ai 关 0 (i 二 1,2,…,n) ,而 解 方程 组 AX—b 的 高 斯 
- 塞 德尔 方法 的 近代 和 矩阵 为 (2. 2.7) 中 的 G, 其 中 的 和 矩阵 G= 


一 (D 十 L) 0, 考虑 С 的 特征 值 , 令 
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| — G|= |M + (D + 0970 | 


= |(D+ L) |. \(Ф+ D) +U| = 0. 
HT|(D+L) +0, 于 是 
[АФ + L) + U| = 0. (2.3.10) 
今 记 
Жау ар ° anm 


С= Ар +L) +U = a aa 174 ра 
mo dam ++ Аа, 
ИШТЕН зц А221 BF, (C10. 车 该 结论 成 立 , 则 |C|=0 的 
ЛЕУ дЕ [А <, Ер осС)<1, FEHER 1 知 高 斯 - 塞 德尔 迭 
кик. 
事实 上 ,由 于 4 为 严格 对 角 占 优 阵 , 故 有 


lllail > У Аа, i= 1,2,6. 
51 
4 |A] 21 8, 有 
Аа > Y A lay Р p2 lallajl, i= 1.2," 


这 说 明和 矩阵 C 为 严格 对 角 占 优 阵 ， жит з, lACD+L)+U| 
天 0, 从 而 o(G)<1, 再 由 定理 1 知 , 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛 . 

用 某 种 迭代 法 求解 线性 方程 组 是 否 收敛 ,取决 于 方程 组 的 系 
BUERE А. 对 此 ,再 给 出 迭代 法 收敛 的 如 下 定理 . 

定理 5 若 AX=b 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 解 此 线 
性 方程 组 的 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 收敛. 

(证 明 从 略 ) 

关于 超 松弛 迭代 法 有 下 述 定理 ， 

定理 6 若 解 AX=b G,2Z0,i=1,2,=-,n)É0 SOR 法 收敛 ， 
W 0<w<=2. 
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这 个 定理 给 出 了 超 松弛 和 迭代 法 (SOR 法 ) 收 敛 的 必要 条 件 . 即 
只 有 松弛 因子 o 在 (0,2) 内 选取 时 , 超 松弛 迭代 法 才 可 能 收敛 . 但 
ЖШН А 为 对 称 矩 阵 且 o 满足 0<<e<2 时 ,我 们 还 可 证 明 超 
松弛 和 迭代 法 一 定 收敛 . 

定理 7 Ж АХ=Ь 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 , 且 0<@< 
2, 则 解 此 方程 组 的 SOR 法 收敛 ， 

最 后 ,关于 线性 方程 组 的 迭代 解法 还 指出 两 点 : 

(1) 从 理论 上 讲 , 和 迭代 法 可 以 得 到 任意 精度 要 求 的 近似 解 ,但 
是 由 于 受到 机 器 字 长 的 限制 ,不 可 能 达到 任意 的 精度 ,最 多 只 能 达 
到 机 器 精度 . 因此 使 用 误差 估计 式 max|z 2) |< 来 控制 
迭代 终止 时 ,精度 要 求 e 要 选 得 恰当 ,小 于 或 接近 机 器 的 精度 ,都 
可 能 造成 死 循 环 , 

(2) 当 所 给 的 方程 组 不 满足 迭代 法 的 收敛 条 件 时 ,适当 调整 
方程 组 中 方程 的 次 序 或 作 一 定 的 线性 组 合 , 即 可 得 到 满足 近代 法 
收敛 条 件 的 同 解 方程 组 . 

例如 方程 组 

十 9zz = — 5, 

8х, + 3zs = 13, 
容易 验证 用 雅 可 比 迭代 法 和 高 斯 - 蹇 德尔 迭代 法 都 不 收敛 .但 只 需 
将 方程 组 的 两 个 方程 次 序 调换 , 变 为 

ү + 3х; = 13, 

2z= 十 92, =— 5, 
显然 ,该 方程 组 的 系数 矩阵 


.-[ 1 


是 严格 对 角 占 优 的 , 故 用 两 种 迭代 法 求解 都 收敛 . 
又 如 线性 方程 组 
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5z, + zz + 223 = 0, 
上 llr, + 8r: + z; = 21, 
` 一 4zl 一 22, + Зх; = 8. 
将 第 1 个 方程 二 倍加 到 第 2 个 方程 上 ,得 
= х + 102, + 5z; = 21, 
又 将 第 1 个 方程 加 到 第 3 个 方程 ,得 
Zi — х, + 57; = 8. 
从 而 得 到 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 
5zl + x; + 2zs = 0, 
上 zl + 10z; 十 5х; = 21, 
xz, — z, + 5z; = 8, 
此 方程 组 的 系数 矩阵 显然 是 严格 对 角 占 优 的 , 故 无 论 用 雅 可 比 迭 
代 法 或 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 求解 都 收敛 . 


本 章 小 结 


本 章 主 要 讨论 了 线性 方程 组 的 直接 解法 和 迭代 解法 . 

直接 解法 的 重点 是 高 斯 列 主 元 消去 法 及 其 列 主 元 直接 三 角 分 
解法 引进 选 列 主 元 的 技巧 是 为 了 控制 计算 过 程 中 舍 入 误差 的 增 
长 ,减少 会 入 误差 的 影响 . 一 般 说 来 , 列 主 元 消去 法 及 列 主 元 三 角 
分 解法 是 数值 稳定 的 算法 , 它 具 有 精确 度 较 高 .计算 基 不 大 和 算法 
组 织 容易 等 优点 ,是 目前 计算 机 上 解 中 ,小 型 稠密 矩阵 方程 组 可 靠 
而 有 效 的 常用 方法 . 
在 实际 应 用 中 ,对 于 一 些 特殊 类 型 的 方程 组 可 用 特殊 方法 求 
解 .例如 三 对 角 甜 阵 方程 组 (4 的 对 角 元 占 优 ) 可 用 追赶 法 求解 ,对 
称 正定 矩阵 方程 组 可 用 平方 根 法 求解 ,这 些 方法 都 是 数值 稳定 的 
方法 , 且 不 选 主 元 也 具有 较 高 的 精度 . 

关于 迭代 解法 ,本 章 主 要 介绍 了 雅 可 比 近 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 
只 代 法 和 超 松 弛 和 迭代 法 . 迭代 法 是 利用 计算 机 求解 方程 组 时 常用 
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的 方法 , 它 具 有 计算 公式 简单 ,程序 设计 容易 ,占用 计算 机 内 存 较 


少 ,容易 上 机 实现 等 优点 , 适 


日 于 解 大 型 稀疏 和 矩阵 的 线性 方程 组 . 


超 松 弛 送 代 法 在 实用 中 比较 重要 ,但 要 选择 好 松弛 因子 ,才能 加 快 


收敛 速度 . 


在 使 用 迭代 法 时 ,还 要 特别 注意 检验 所 用 方法 的 收敛 性 及 其 
收敛 速度 问题 ,为 了 讨论 迭代 法 的 收敛 性 ,本 章 还 介绍 了 向 量 及 和 矩 
阵 范 数 的 概念 ,并 给 出 了 迭代 法 收敛 的 一 些 基本 定理 ， 


算法 与 程序 设计 实例 


1. 用 列 主 元 高 斯 消去 法 求解 方程 组 


算法 


将 方程 组 用 增 广 抢 阵 [4 i 6]= lann KAR. 


(1) 消 元 过 程 : 
Xt k=1,2, n=l, 


D 选 主 元 , 找 mwE {k,k 十 1,…,n}) 使 得 


lasa 


= max * 
| іп laal 


@ 如 果 as=0, 则 矩阵 4 奇异 ,程序 结束 ;否则 执行 @. 
@ Ж аз, ДЗС АТУ а 行 对 应 元 素 位 置 ， 


аута» 


@ 消 元 ,对 ;一 A 十 1 


J= Ёл + 1. 
,计算 


L, = afan, 


Xt у={+1,››п+1,И# 


Gij = а; — дац. 


《2) 回 代 过 程 : 


O Ë an=0, MER À 奇异 ,程序 结束 ;否则 执行 @. 
©) z=annti/am; 对 i 二 n 一 1,…,2,1, 计 算 


Ti = (ааа = an] Ja. 
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实例 

例 1 解 方程 组 
0.1012; + 2. 304z, + 3. 5552; = 1.183, 
1. 347z + 3.7122 4.623хт; 2.137, 


— 2. 835z, + 1.07222 + 5. 643z, = 3. 035. 
程序 和 输出 结果 


/x 列 主 元 Gauss 消去 法 * / 
# include stdio. h) 
H include (conio. h> 
# include (alloc. h> 
H include (math. h) 


main() 

{ 
inti; 
float * x; 


) 


float c[3][4]= {0. 101,2. 304,3. 555,1. 183, 
一 1. 347,3. 712,4. 623,2. 137, 
—2. 835,1. 072,5. 643,3. 035}; 
float * ColPivot(float * , int); 
x=ColPivot (c[0],3); 


clrscr(); / ж clear screen * / 


for(i=0;i<=2,i 二 十 ) printf" x[%d]= %fNn”,i,x[i]); 


getch(); 


float * ColPivot (float * с, int n) 


{ 


int ij,t,k; 


float x x,,p; 


69 


х= (float x )malloc(n x sizeof (float)); / * 分 配 内 存 * / 

forG=0;i<=n—2;i++) 

{ 

k=i; 

for(j=i+1;j<=n—1l;j+ +) 

if(fabs( * (c+j * (n+1)+i))> (fabs( * (c+k * (n+1) 
+i)))) k=j; 


ИОК! =i) 
for(j=i;j<=n;j 十 十 ) 
{ 


p= ж (с+і * (n+1)+j); 
ж (c+i* (n+-1)+j)= * (с+К * (n+1)+j); 
* (c+kx (n+-1)+j)=p; 

} 

for(j 二 十]; 二 = 二 =n 一 1;j 十 十 ) 


{ 
p=( x (c+j* m+1)+i))/( ж (сі ж (n+1)+i)); 
for(t=i;t<=n;t++) 
ж (с+) ж (041) +10) – =p» (* (c+i* (n+) +t)); 
) 


) 
fori=n—1i2>=0i——) 


{ 
for}G=n—1;j>=i+1;j——) (*(c+i*(na+1)+n))— 
=x[j]* (x (cix n+1)+j)); 
x[i]= * (сі * (n+-1)+n)/( * (c 十 ix Cn 十 1) 十 iD)3 
) 
return x; 
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输出 结果 如 下 : 
2[0]= —0. 398234 
z[1]= 0.013795 
z[2]= 0. 335144 


2. M fh rik КА ба 

算法 

设 方程 组 hxr= 的 系数 矩阵 的 对 角 线 元 素 av 天 0 G =1,2, 
en) M 为 迄 代 次 数 容许 的 最 大 值 ,e 为 容许 误差 . 

O 取 初 始 向 量 x 一 (zi zi e zt, k=0. 

@ 对 ;=1,2，…m 计 算 


" 
Ф+о 1 
2; == (6 = Dayz; Jš. 
н = 


=! 


@ MRD ata <e With zt” Ж, S WAS 


@ ШЖ А22 М, ДИЛОК, ЕЈ, Д kkt O. 
实例 
例 2 用 雅 可 比 迭 代 法 解 方程 组 
бл + 2z, х3 = 8, 
Е + 82, — 3z; = 21, 
хр — 32; — бхз = 1. 
程序 和 输出 结果 
#include (stdio. h) 
#include (conio. h) 
#include (alloc. h) 
#include (math. h) 
#define EPS le—6 
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#define MAX 100 

float * Jacobi(float a[3][4], int n) 

{ 

float wx, жу, epsilon, s; 

int i,j,k=0; 

x= (float * )malloc(n * sizeof (float)); 
у= (float * )malloc(n * sizeof (float)); 
ют1=0;1<п;і+ +) x[i]=0; 


while(1) 
{ 
epsilon=0; 
k++; 
fori =0;i<n;i ++) 
{ 
s=0; 
for (j=0;j<n;j+ +) 


{ 


if(j= =i) continue; 
s+ =a[i][] x х0); 
} 
y[ij= (a[i 训 [no] 一 s)/a[i][i] 
epsilon+ =fabs(y[i]—x[i]); 
} 
if(epsilon<EPS) {printf (ERKA: %4\а”,К);гетигп 
if(k>=MAX) 
{printf (“The Method is disconvergent”); 
return y; } 
fori =0;i<n;i ++) x[i]=y[ij; 
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) 

main() 

{ 

int i; 

float а[3][4]={5,2,1,8,2,8,—3,21,1,—3,—6,1}; 
float * x; 

x= (float * )malloc(3 ж sizeof (float) ) ; 
x=Jacobi(a,3); 

clrscr (); 

for(i=0;i<3;i 十 十 )printf(*x[%d]= %f\n”,i,x[i]); 
getch(); 

) 


输出 结果 如 下 ， 
迭代 次 数 为 20 
z[0]= 1. 000000 
z[1J= 2. 000000 
2[2]= 一 1. 000000 


思 考题 


1. 何谓 高 斯 消去 法 ? 它 与 一 般 消去 法 有 何不 同 ? 怎样 利用 高 
斯 消去 法 计算 系数 矩阵 的 行列 式 ? 

2. 计算 机 上 为 什么 不 用 克 莱 姆 法 则 与 约 当 消去 法 ? 

з. 为 何 要 采用 列 主 元 消去 法 ? 它 是 怎样 从 高 斯 消去 法 演变 过 
来 的 ? 

4. 追赶 法 适用 于 何 种 类 型 的 方程 组 ? 它 是 怎样 从 高 斯 消去 法 
演变 过 来 的 ? 

5. 何谓 三 角 分 解法 ? 主要 有 哪 几 种 ? 计算 公式 有 何 异 同 ? + 
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要 用 于 哪些 情形 ? 

б. 改进 的 平方 根 法 适用 于 何 种 类 型 的 方程 组 ? 怎样 用 紧 资格 
式 的 方法 来 记忆 改进 的 平方 根 法 ? 

7. 写 出 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 达 代 法 的 计算 公式 . 它 
们 各 有 什么 特点 ? 

В. 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 的 矩阵 表示 形式 是 什 
Z? 为 何 要 研究 它们 的 矩阵 表示 形式 ? 

9. 判别 迭 代 法 收敛 的 充分 必要 条 件 及 充分 条 件 是 什么 ? 

10. 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 收敛 性 的 各 种 判别 
条 件 是 什么 ? 


习 题 二 


1. 分 别 用 高 斯 消去 法 和 列 主 元 素 消去 法 求解 下 列 方程 组 . 
(计算 取 4 位 小 数 ) 
2z 一 2 一 Z3 一 4， 
(1) 13zi 十 4zz 一 2zs 一 11， 
Зд 22. +423=11; 
3zi—z;+4z;=7, 
(2) 4 —z+2zm,—2z;=-—1, 
2ху—3х;—2ху=0; 
1.1161zi + 0. 1254z;, +0. 1397zs 十 0. 14902,=1]. 5471, 
0.1582z,+1.1675z;+ 0. 1768zs 十 0. 1871х,=1. 6471, 
0. 1968x, +0. 2071х,+1. 2168r; +0. 22712;=1. 7471, 


0. 2368x, +0. 2471zxz 十 0. 2568z;+-1. 2671x, =1. 8471. 
2. 用 LU 三 角 分 解法 求解 方程 组 : 


(3) 


62 1 -jfa 6 
24 1 02| 1-1 
1 1 4 —1||л| | 5 

-1 0 -1 3, 一 5 
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3. 用 平方 根 法 解 下 列 方程 组 


3 2 1 5 
(1) | 2 ` kl- | 
1 0 31м» 3. 
[ 2 中 { 
(2) |2 2 0]|)тх,|=|3|. 
З 0 32112, Ё 


4. 用 改进 的 平方 根 法 解 方程 组 : 


2 一 1 fa 4 
—1 一 2 3||z|= |5]. 
1 з 1] 6 


5. 用 追赶 法 解 下 列 方程 组 : 


[5 6 а) pi 
15 6 22 0 

(1) 15 6 zs | 一 
1 5 6115,1 lo 
|, 1 5 Lrs LI 


[5 1 Jfa] [7] 
(2) |1 5 1 |2 |= 114]. 
Ы 1 Shka ET 

6. JEI F AD 4 09 E T Ic ТА БЕ ТЕАТ 8 Ce 
Кж, ES ЖКД: 


[7 1 2][х] һо) 
a) |2 8 2||z|=| 8j; 
[2 2 9112) (6) 
[5 —2 fa 4 
(2) |1 5 一 3 kl- | 
[2 1 —5sl lx, 一 11 
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т. 设 有 方程 组 
бл 十 2zz + z; = 12, 
Ë = + 4х; + 2х; = 20, 
2zi — Зх, + 10r; = 3, 
(1) HEPA FH FE HJ HE WARIA АТД 38 (ЛОЯ (К A REELE Ty FE #B 
均 收 敛 ， 
(2) 取 初 始 向 量 X“==( 一 3,1,1)7, 分 别 用 雅 可 比 迷 代 法 与 
高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 求解 ,要 求 тах |z — z |<10 ВКК 
E. 
8. Ж w=0.8, АШ xO = 0,0,0)", H SOR 方法 解 方程 


КК, 


并 且 要 求 тах |z” — zi Гето РК. 试 与 精确 解 居 一 
(1/2,1, 一 1/2)" 比较 . 
9. 设 线 性 方程 组 АХ =b 的 系数 矩阵 为 


= | 1 
A=]—1 1 
1:25 - == 


WEHA TETI НЕС ‚ПИТ IN- E БЛЭР ЖС. 
10. 设 线性 方程 组 AX =b 的 系数 矩阵 为 

2 1 

1 1 

1 l g 

ЗЕН AETI НЗ О ‚1 LB АТИ RARA A. 


a a 


1 
11. 78 1 sci meas 
a 1 


组 


. 


A= 


, 
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一 0.5<a<0 时 用 雅 可 比 迭代 法 解 AX =b К. 


12. 设 
н [0.6 0. °]. 
L0.1 0.3 
计算 4 的 行 范 数 、 列 范 数 ,2- 范 数 及 FF- 范 数 . 
13. EXER, ACR”, ШЕН: 
GQ) l x Nel x hS l x laos 


(2) =! A <I A I,<1 A lp 


Th 


第 三 章 “ 非 线 性 方程 的 数值 解法 


在 科学 研究 与 工程 技术 中 常会 遇 到 求解 非 线性 方程 /(x) 二 0 
的 问题 ,而 方程 按 (x) 是 多 项 式 或 超越 函数 又 分 别称 为 代数 方程 
或 超越 方程 . 例如 代数 方程 
х* — 102° + 352° — 50x + 24 = 0, 
超越 方程 


对 于 不 高 于 4 次 的 代数 方程 已 有 求 根 公式 ,而 高 于 4 次 的 代数 方 
程 则 无 精确 的 求 根 公 式 , 至 于 超越 方程 就 更 无 法 求 出 其 精确 解 了 . 
因此 ,如 何 求 得 满足 一 定 精度 要 求 的 方程 的 近似 根 也 就 成 为 了 广 
大 科技 工作 者 迫切 需要 解决 的 问题 . 为 此 ,本 章 介绍 几 种 常用 的 非 
线性 方程 的 近似 求 根 方法 . 


$1 根 的 搜索 与 二 分 法 


一 、 根 的 搜索 


在 用 近似 方法 求 方程 的 根 时 ,需要 知道 方程 的 根 所 在 区 间 . 如 
REKEL DARANE f(x)==0 的 一 个 根 , 则 称 区 间 [a,6] 为 
隔 根 区 间 . 

寻找 方程 f(x)==0 的 隔 根 区 间 ,通常 有 如 下 两 种 方法 : 

1， 描 图 法 

画 出 y= 了 f(z) 的 简 图 ,由 曲线 与 x 轴 交 点 的 位 置 确定 出 隔 根 
区 间 , 或 者 将 方程 等 价 变形 为 g1 (x) 二 gz(x), 画 出 函数 у= (x) 
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= 


EE 


和 y=&s(z) 的 简 图 ,从 两 条 曲线 交点 的 模 坐标 的 位 置 确定 隔 根 区 
lš]. 

2、 逐 步 搜索 法 

先 确定 方程 f(z) =0 的 所 有 实 根 所 在 区 间 [a, 妇 ,再 按 选 定 
的 步 长 h=6 二 2 (n HERIO , 逐 点 计算 z аА (k=0,1,2, 


n 
on) 处 的 函数 值 /zi , 当 (zn) 与 (zs41) 的 值 异 号 时 , 则 
[zeyzer1j 即 为 方程 f(x)==0 的 一 个 隔 根 区 间 . 

对 于 m 次 代数 方程 

Jf e) = xz” + арх" + ард"? + ++ + amit + am = 0, 

63.1.1) 

如 果 能 串 先 确 定 实 根 的 上 下 界 ,那么 在 找 方程 的 隔 根 区 间 时 ,就 可 
以 减少 一 些 不 必要 的 计算 量 . 关于 方程 (3. 1. 1) 根 的 绝对 值 ( 即 根 
模 ) 的 上 下 界 有 如 下 结论 : 

(1) # и= тах{ 1ai| ,1az|,…,|am|}, 则 方程 (3.1.1) 的 根 的 
绝对 值 小 于 py 十 1; 

1 


(2) Ж у= 7 тах (1, [а |, [а 1, 5, lana |). Д 


lanl 
(3.1. 1) 的 根 的 绝对 值 大 于 下- 
利用 以 上 结论 可 以 求 得 实 根 的 范围 . 
例 1 求 方程 3z 一 1 一 cosz 一 
0 的 隔 根 区 间 . 
解 用 作 图 法 ,将 方程 等 价 变 
形 为 


Зх — 1 = cosx, 
© у= 302—1, у= соѕх, Е 
数 的 图 形 , 如 图 3-1. 由 图 3-1 知 ， 
方程 仅 有 一 实 根 , 隔 根 区 间 为 图 3-1 
{0.5，,1]. 
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例 2 求 方程 zx 一 3.2x’ 十 1. 9x 十 0.8==0 的 隔 根 区 间 . 
解 用 逐步 搜索 法 . 设 方程 的 根 为 ,因为 
#= max{| — 3.2|,|1.9|,10.81|} = 3.2, 


v= 0, gmax(l,| 一 3.2|1,11.911) = 4, 


所 以 


1 
1+» 


0.2 = 


即 隔 根 区 间 为 
—4.2<а<—0.2 和 0.2<a<4.2. 
由 表 3-1 计算 f(zw), 取 n=8,h=0.5。 
表 3-1 

e| —0.7 | —0.2 | 0.2 0.7 1.2 1.7 2.2 Е 4.2 
由 表 3-1 可 以 看 出 , 隔 根 区 间 为 [一 0.7, 一 0.2],[1.2,1.7]， 
[1.7,2.2]. 

这 种 逐步 搜索 寻找 隔 根 区 间 的 方法 ,在 计算 机 上 实现 十 分 方 
便 ,只 需 将 函数 f(x) 排 一 个 程序 ,然后 由 键盘 输入 起 点 zo 及 步 长 
4, 根 据 计 算 的 结果 ,调整 步 长 h 的 大 小 ,总 可 以 把 隔 根 区 间 全 部 找 
出 来 . 当 步 长 六 越 小 时 , 找 出 的 隔 根 区 间 越 小 ,这 时 以 区 间 内 的 某 
个 值 作为 根 的 近似 值 就 越 精确 . 但 h 越 小 ,计算 量 就 越 大 .因此 ,应 


考虑 如 何在 此 基础 上 找 出 更 精确 的 近似 根 . 对 此 下 面 我 们 继续 介 
绍 二 分 法 . 


=. 二 分 法 

二 分 法 的 基本 思想 是 通过 计算 隔 根 区 间 的 中 点 ,逐步 将 隔 根 
区 间 缩 小 ,从 而 可 得 方程 的 近似 根 数列 {xz,). 

Ж f(z) 为 连续 函数 ,又 设 方程 f(z)=0 的 隔 根 区 间 为 [a,6]， 


为 确定 起 见 , 设 /(а)<0,/(Ь);:>0. 二 分 法 的 做 法 就 是 首先 将 区 间 
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<Ja <£ +1 = 4.2. 


[a 们 二 分 得 中 点 Ce 十 人 2. 将 [ev 扫 分 为 两 个 相等 区 间 , 计 和 
7(z) 在 中 点 的 函数 值 /2 二? . 若 | "二 ?| о, = 二 4 就 


是 方程 f(z) 一 0 的 根 ;否则 ,车 (0) <0, 由 于 f(z) 在 左 半 区 
afa tt ] 内 不 变 号 ,所 以 方程 的 隔 根 区 间 变 为 | 4,5]. 同 理 ， 


车 (0) > 0, 则 方程 的 有 根 区 间 变 为 [as,2 寺 4] ,将 新 的 隔 根 区 
EEA lasd]. 
其 次 ,将 [a1,5b1j] 二 分 ,重复 上 述 过 程 ,又 得 到 新 的 隔 根 区 间 
[az,6z] ,这样 不 断 作 下 去 ,就 得 到 一 系列 隔 根 区 间 : 
[a,b] D [ab] OD [ara] D … 
并 有 fla) + РЫ) <0," € Carb), АБ К Е Г — 
KE KREK — E, ЕТЕД Carb KEA 


b — ar = 2 9 а 
4 к=н, Га, ВЕЛЕ а ЕВЗ зера 
а ГЕ /Cz) 一 0 的 根 . 
实际 计算 时 ,只 要 二 分 的 次 数 足够 大 ,就 可 取 最 后 区 间 的 中 
点 = 人生 名 作为 方程 (zx) 二 0 的 根 的 近似 值 , 即 


à a, + b, 
karaka 


此 时 所 产生 的 误差 为 


lat = а KOA — P= 


车 事先 给 定 的 精度 要 求 为 e, 则 只 需 


|z" — z| <" <e 
便 可 停止 计算 . 
例 3 用 二 分 法 求 方程 xz 十 4z’ 一 10=0 在 [1,2] 内 的 根 的 近 
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н, жиза ЖШ X107, 
解 ”F(z)=z3 二 4z? 一 10 在 [1,2] 上 
Р (а) = За + 4r> 0, 
故 f(x) 在 [1,2J 上 严格 单调 增加 , 且 /(1)<0,/(2);>0, ЫРУ 
在 [1,2] 内 有 惟一 实 根 , 


4 一 
令 бт х10 “, 则 得 
k + 1 22 102000 — a)/ln2, 


所 以 至 少 对 分 8 K. 
W a= 1T2=1.5 开始 计算 ,列表 3-2 如 下 所 示 .所 以 有 


х7 01, 359375 十 1. 3671875) 
#z1. 363. 
表 3-2 
一 一 F --T 

k x zi) 符号 隔 根 区 间 
1 z =1.5 + [1,2] 
2 z, =1. 25 一 [1,1.5] 
3 z =1.375 十 [1.25,1.5J 
4 | z=1.3125 _ = [1 25,1. 375] 
5 2551. 34375 _ [1.3125,1. 375] 
6 z = 1. 359375 一 [1.34375,1.375] 
7 | z=1.3671875 + [1. 359375,1. 375] 
8 | zxs=1.36328125 一 [1.359375,1. 3671875] 


二 分 法 又 称 对 分 法 ,其 优点 是 运算 简单 ,方法 可 和 车, 对 函数 
7 二 f(x) 的 要 求 不 高 ,只 要 求 函数 y 一 f(z) 在 区 间 [a,5j 连 续 , 易 
于 在 计算 机 上 实现 ,但 缺点 是 不 能 用 其 来 求 复 根 及 偶数 重 根 , 且 由 
于 每 步 误差 是 以 1/2 因子 下 降 , 故 收敛 速度 也 较 慢 . 因此 ,常用 该 
方法 为 其 他 求 根 方法 提供 较 好 的 近似 初始 值 ,再 用 其 他 的 求 根 方 
法 精确 化 . 
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用 二 分 法 求 近似 根 的 流程 图 如 图 3-2. 


$2 和 迭代 法 及 其 迭代 收敛 的 加 速 方法 


迭代 法 是 方程 求 根 最 常用 的 方法 ,尤其 是 计算 机 的 普遍 应 用 ， 
使 送 代 法 的 应 用 更 为 广泛 . 
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一 、 和 迭代 法 


和 迭代 法 是 一 种 逐次 逼近 的 方法 ,其 基本 思想 是 利用 某 种 递 扒 
算式 ,使 某 个 预知 的 近似 根 ( 简 称 初 值 ) 逐 次 精确 化 ,直到 满足 精度 
要 求 的 近似 根 为 止 , 具 体 做 法 如 下 : 

给 定 方程 

f(r) = 0, (3.2.1) 
其 中 f(z) 在 有 根 区 间 [a,6b] 上 连续 ,并 设 z 是 方程 的 一 个 近似 
根 ,将 方程 f(x)=0 改写 等 价 形式 


х= ф(х). (3.2.2) 
为 了 求 出 (3,2.1) 在 [a,6j 上 的 根 ,由 (3. 2. 2) АИК 

T, = KT), 

= = ф(х\у), 

СО (3. x 3) 


Lipi = PAX)» 


这 种 方法 称 为 迭代 法 (或 简单 迭代 法 ), p(x) 称 为 迭代 函数 . 
若 由 迭代 法 产生 的 序列 {zt} 的 极限 存在 , 即 limz,= r" , 则 称 {zx} 
KARIERT. 2. DEA, BUFR (л) Ж. 

迭代 法 的 几何 意义 可 解释 为 : 求 方程 z=g(z) 的 根 z" ,在 几 
何 上 就 是 求 直线 y= = 与 曲线 у= YCz) 交 点 P" 的 横 坐 标 , 见 图 
3-3. 

对 于 zx' 的 某 个 初始 近似 值 zu, 对 应 于 曲线 у= Ф020) Е 
Po(Czo,Yzo)), 过 Po 点 引 平行 于 之 轴 的 直线 , 交 直 线 y= 工 于 点 
Qi(z1,z1) ;过 Q, 再 作 平 行 于 y 轴 的 直线 , 它 与 曲线 y=Yz) 的 交 
点 记 作 Pi(xi,9(z1)); 过 P, 再 作 平行 于 xz 轴 的 直线 ,又 交 直 线 
у=: 于 点 Qla) se. 继续 如 此 做 下 去 ,就 在 曲线 y= (=) E 
得 点 列 Pos Pis Prote ,逐渐 台 近 于 交点 已 " ,点 列 的 横 坐 标 zoy zi， 
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o 
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(с) g'a) >l (d) ф'(х*) <-1 


[Н 3-3 


ЕЕ ТАЕ ЕТЕ ШЧ 3-3 中 的 
Са), СЬ), M ik PRR НК, ШЧ 3-3 中 的 (c),(d)， 

从 图 中 可 知 , 当 迭代 函数 q(x) 的 导数 gC7) 在 根 x' 处 满足 不 
同 条 件 时 ,迭代 过 程 的 收敛 情况 也 有 所 不 同 . 由 此 可 见 , 迭 代 过 程 
的 收敛 依赖 于 迭代 函数 PCz) 的 构造 ,为 使 过 代 法 有 效 ,必须 保证 
它 的 收敛 性 ,一 个 产生 发 散 序列 的 迭代 函数 是 没有 任何 使 用 价值 
的 . 

设 wz) 为 连续 函数 , 且 тга" WA x =g"). ДЕ 
方程 xz=YCz) 的 解 , 称 > ARAR ER KOS ARED яд. AE {ЙЛ V FK 
为 不 动 点 迭代 法 . 

显然 ,将 (x)=0 转化 为 等 价 方程 ==g(x) 的 方法 有 多 种 ,并 
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不 是 惟一 的 ,例如 方程 f(z)=z—sinz—0.5=0 可 改写 为 如 下 两 
种 等 价 方程 ; 

(1) х=5іпт40. 5=ф (х); 

(2) r=arcsin(z—0. 5) =Ф, (0). 
而 在 由 方程 f(x)=0 АИО Е х= çC BP ЖЕРЕ КЕ Ж 
9(z) 是 很 重要 的 . 选择 不 同 的 迭代 函数 p(x), 就 会 产生 不 同 的 序 
列 {ze}), 且 这 些 序列 的 收敛 情况 也 不 一 定 相 同 ,即使 初始 值 选 择 相 
同 但 收敛 情况 也 不 一 定 相同 . 

例 1 已 知 方程 10' 一 x 一 2=0 在 [0.3,0.4] 内 有 一 个 根 ,用 
两 种 不 同 的 迭代 公式 

(1) х,ы=10%—2; 

(2) =+ —Ig(xz,+2), 
HEITRI Я IEE ЗАТО Sk tE. 

计算 结果 见 表 3-3. 


表 3-3 
k а) (2) 
0 х0=0. 3 20=0. 3 
1 x= — 0.0047 xi 一 0.3617 
2 一 一 1.0108 22= 0. 3732 
3 23=0. 3753 
4 20.3757 
由 计算 结果 知 ,该 例 中 的 迭代 公式 (1) 产 生 的 数列 是 发 散 的 ， 
迭代 公式 (2) 产 生 的 数列 是 收敛 的 . 


由 此 看 来 ,必须 讨论 迭代 法 收敛 的 条 件 . 

由 迭代 法 的 几何 意义 可 知 ,为 了 保证 迭代 过 程 收敛 ,就 要 求人 
RAR pz) 在 区 间 [a,6] 上 变化 不 要 太 快 , 即 g(x) 的 绝对 值 应 较 
小 .从 图 3-3 看 出 , 当 |g (xz)| 过 1 时 ,和 迭代 过 程 收敛 ,这 种 情况 可 
见 图 中 Ca), (Cb), 否则 发 散 , 如 图 中 (ec), d). 

综 上 所 述 , 即 可 给 出 如 下 和 迭代 法 收敛 定理 . 
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定理 1 HANE =pl), ЖК p(x) 在 有 根 区 间 
[a,b l EWE: 

(1) 34 rEla, bit, ф(х) Elab]; 

(2) palab] EWF AALP DKL], Є [ab], 
则 有 

(1) 方程 x=g(x) 在 [a,b] 上 有 惟一 的 根 >"; 

(2) 对 任意 初 值 x€ Cab] К z, = (z) (k= 二 0,1， 
2,…) 产 生 的 数列 {ze} 收 敛 于 方程 的 惟一 根 x" , 即 lima, = >: ; 

(3) 误差 估计 


Jæ’ MESE 一 To]. (3.2.4) 
证 明 O) 先 证 方程 根 的 存在 性 : ERR g(x)=x 一 g(x)， 
由 qx) 在 [a,5bJ 上 可 导 知 g(zx) 亦 在 (a,5) 内 可 导 , 故 go Е Га ,6) 
上 连续 , 由 本 定理 条 件 (1) 有 
g(a) =a— @a) <0, g(ó) = b — gb) > 0, 
于 是 由 连续 函数 的 介 值 定理 , 必 存 在 x" C [a,b] 使 得 g(x')=0， 
В ох” =e). 因此, zx' 是 方程 x=gp(x) 的 根 . 
再 证 惟一 性 : 假设 存在 两 个 根 zx) ,xz Elab]; er; ,使 得 
дү =g), <; = @(x;). 
两 式 相 减 并 由 微分 中 值 定理 有 
[тү — z; |= |@(zí) — @(z;)| 
= |P (Ф|, Jer — z; |, 
Hp ete ja 之 间 , 因 而 se [a,bj, 由 条 件 (2), 得 
|z? — aj | < Læt =a; | < lz: — z; | 
上 式 是 不 可 能 成 立 的 , 故 必 有 zx? ==; ==". 
(2) 证 收敛 性 : 由 迭代 过 程 (3. 2. 3) 及 本 定理 条 件 (1), 当 取 
zo € [a,b] 时 , 则 有 
a, € [ab] (&= 1,2,++), 
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т* — z, = Pr) — Фа). 


是 由 微分 中 值 定 理 和 条 件 (2? 可 得 


аа |е фб) Yr) = |С) |128 — z,-, 
«да | а = ii 
ЭЛА ol, 
Hep &, {кл dj a, 2]. ЇЙ ат, ЕД 
ПТА lrt — х = 0, 
故 тг = r`. 
(3) 下 证 误差 估计 式 (3.2. 4): HIRA z, ль) ,显然 
{ЕЖЕ АЯП 
[а — r, |= |e(r`) — Ф) | ГДСК] 
=< L |a = z+] 
Др ё& {ил & r, 之 间 ， 
同 理 
la = a| S Lla Tl, (3.2.5) 
但 是 
ten — Til= |(z* — z+) — (z* огы) | 
> |r — r| — |z" — zl 
> |х' =~ r| — L|z` — rl 
=(1— L)|` — |, 
从 而 有 
| гү кч КАКОЕ ES L [тү Ss 
1 = 2, 1 = 2 
(3.2. 6) 
上 友 复 应 用 (3. 2. 5) 式 可 得 
E zd < la To) (k= 1,2,5). 


定理 得 证 . 
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E frt) 1 中 的 近代 公式 (2) 满 足 定理 (1) 的 条 件 . 

在 实际 计算 中 ，(3. 2. 4) 式 不 仅 可 以 用 来 估计 达 代 次 时 的 
误 短 ,还 可 以 用 来 估计 达到 给 定 的 精度 要 求 s 时 ,所 震 达 代 的 次 数 
k. 


ТИ 127 ае, 


1А ; 
= т! = z | &є, 
从 而 达 代 次 数 满足 
k> In = 19 Гы. 3.2.7) 
лу — ль 


注意 到 估计 式 (3. 2.6), 当 О< 7,1 # ЛА], 9] лу 
快 ,只 要 相 邻 两 次 达 代 的 偏差 1 一 x_j | 足够 小 时 ,就 可 以 保证 近 
似 解 xx 有 足够 的 精度 . 因此 ,上 机 计算 时 , 常 采用 条 件 | 关 一 zi 
去 e 来 控制 达 代 终止 , 但 要 注意 的 是 , 当 工 过 1 时 ,即使 | 一 zl 
很 小 ,但 误差 |x' 一 x| 还 是 可 能 较 大 . 

由 于 定理 1 中 的 条 件 (1) 一 般 不 吻 验 证 ,县 对 上 上 较 大 范围 的 隔 
根 区 间 此 条 件 也 不 一 定 成 立 , 而 在 根 的 邻近 ,定理 的 条 件 是 成 立 
的 ,为 此 再 给 出 下 述 达 代 过 程 的 局 部 收敛 性 定理 . 

定理 2( 达 代 法 的 局 部 收敛 性 定理 ) 设 x' 是 方程 +=g(x) 的 
Ж. p (7) 在 x' 的 某 一 邻 域 连续 , 且 |g9 Сс | 过 1, 则 必 存 在 x 的 

-个 邻 域 S= {zx117 一 x ' | 三 8), 对 任意 选取 的 初 值 xvES, 达 代 公 

N Сг) (#=1,2, PE Ул, КЖ 1-77 ЖАН x 
GAMPER CIR E e H S 邻 域 共有 局 部 收敛 性 ). 

证 明 取 [a,5] 二 [x 一 6,x' 十 ,上 是 只 要 验证 定理 1 中 的 
条 件 (1) 成 立即 可 . 

设 rE SB rme |0 时 ,由 微分 中 值 定理 及 |y' (т) |<1, 


有 
|) — x |= |с) — ба) 
= JPE arl 
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< L| —<x"| 
<|х—х°|<68, 
HHP EES, i g(x)E€5. 

由 于 在 实际 应 用 中 x' 事先 不 知道 , 故 条 件 |y (х')|<1 无 法 
验证 ,但 如 果 已 知 根 的 初始 值 >, 在 根 zx* 的 附近 ,又 根据 g(x) 的 
连续 性 , 则 可 采用 条 件 

е ә <1 
来 代替 |w Сс" 1<1. 
#12 求 方 程 f(x)=2zx 一 lgzx 一 7=0 的 最 大 根 ,要 求 精度 为 


y # (1) 求 隔 根 区 间 方 程 等 
价 形式 为 
2z — 7 = lgz. 
ERX y—2r—? 和 y=lgz 的 图 
形 ,如 图 3-4 所 示 , 由 图 知 ,方程 的 
最 大 根 在 区 间 [3, 5,4] 内 ， 
(2) 建立 达 代 公式 ,判别 收敛 


x 


性 . 
图 3-4 将 方程 等 价 变形 为 
一 gr +7), 


Z, = ава + 7). 


因为 W(z) 一 下 0 十 ,所 以 Kz) 在 区 间 [3. 5.4 JH 89. 
因为 g(x) 在 区 间 [3. 5,4] 上 是 增 函 数 , 且 
@(3.5)#z3.77, @(4)=s3.80. 
所 以 , 当 xE[3.5,4] 时 , r) E[3. 5,4]. 

因为 
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L= „max Ig (z) | ~ ф/(3.5) ~ 0.06, 
所 以 对 于 区 间 [3.5,4] 上 的 一 切 z, A 
\#'(х)| < 0.06 < 1. 
由 定理 1 SL. 8400 S. 
(3) 计算. 
Ж z =3.5,# 


zi = F dgs 十 7) ~ 3. 78989, 


Жесе Чал) + 7) == 3. 78931, 
z= Тава + 7) ~ 3. 78928. 
AX |z; —z,|<10_ ,所 以 方程 的 最 大 根 
z° ms zs = 3. 789. 
例 3 用 迭代 法 求 方程 ?一 x 一 1=0 在 隔 根 区 间 [1.4,1.5] 
内 的 根 ,要求 精确 到 小 数 点 后 第 4 位 ， 
解 (1) 构造 欠 代 公式 ， 
方程 的 等 价 形式 为 
r= а? + 1 = ф(х), 
迭代 格式 


Zit 一 у z + 1. 
(2) 判断 近代 法 的 收敛 性 . 
用 定理 2 判定 
g a) = Е 
3 WG + 1)? 
因为 wz) 在 区 间 (1.4,1.5) 内 可 导 , 且 
19 a| <0.5<1, 
所 以 ,迭代 法 收敛 . 
(3) 列表 计算 见 表 3-4. 
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k ri тані i xio у 
0 -1 5 Е == Б Е 
1 4812480 уло |=0. 02 

2 xs 一 1. 4727057 аач |5240. 009 

3 1688173 lra =r: [а 0. 004 

1 4670480 дуаа |90. 002 

5 ‚ 4662430 Læs =x |0. 0009 

6 4658786 læs — r, |50. 0004 

7 x= 1. 1657020 |2 =, |20. 0002 

8 дк 1. 1656314 [а о |20. 00007 

9 ra= 1. 4656000 ЕБЕ x YO 3 


H & 3-4 可 见 , 第 9 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 7 一 
1. 4656. 

综 上 所 述 , 用 达 代 法 求 方程 A = 0 的 根 的 近似 值 的 计算 步 
ЖШТ: 

(1) 准备 : 选 定 初始 值 ro ЖИЙ: ДРА S C = 0 (ЗЕ Уу Be 
+= (r); 

(2) ВУК. ОКА zu = ИНН z G= 1.2.) 

(3) 判别 : ао | e (е 为 并 先 给 定 的 精度 ), 则 终止 从 
代 , 取 rm 作为 根 x' 的 近似 值 , 帮 则 , 转 (2) 继 续 达 代 . 

进 代 法 的 优点 是 计算 程序 简单 , 且 可 计算 复 根 ， 

对 上 收敛 的 迭代 公式 ,只 要 迭代 足够 次 数 , 就 可 以 使 结 来 达到 
要 求 的 精度 . 从 (3, 2.4) 式 知 , 元 越 接近 上 上 定 , 迭 代 过 程 收敛 得 越 
快 .而 有 些 达 代 过 程 ,虽然 收敛 但 比较 缓慢 ,计算 起 来 需 花 费 很 多 
有 时间, 故 如 何 使 送 代 过 程 加 速 是 数值 计算 的 一 个 重要 课题 , 对 此 ， 
直面 继续 介绍 迭代 收敛 的 加 速 方法 . 
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二 、 和 迭代 收敛 的 加 速 方法 
l. 迭代 -加 速 公式 
ШЕ ЛАЛ ДШ ЕЕ 
Fp = (6) (ар z"), 
Hap £ A: tj a" Z li]. 


(3. 2.8) 


BEP DAER Br Ak АСД, X 2 p aag, ШЕ {ПИЖ 


ЖЇГЇ Ст) [е lg KI Е Ж 


Fpa — g(r r°), 
ҖЕН! у Sp | — ne гезе = 21), 


Fak WGE z. PE DAR H EAEE, FE 68 ХГХ ЭЖ K BON 
i O ти). 如果 把 该 误差 值 作为 对 i 的 一 种 补偿 ,使 得 到 


更 好 的 近似 值 
r Fy t Tigo 2%) 
记 та бр + rign л, 
得 迭代 -加 速 公 式 
Ja Prr) s 


q (k= 0,1,2,..) 


1а 
[аи тна Tg 


出 该 公式 可 得 近似 根 数列 {ze}， 


例 4 对 例 3 用 达 代 -加 速 公 式 (3. 2. 9) 求 方程 的 根 ， 


(3.2.9) 


解 ”97 在 根 附近 变化 不 大 , фа) 0. 45 =, {ОЖ 


公式 为 
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列表 计算 见 表 3-5. 


表 3-5 
k x=, ха дак лу|&107* 
0 20=1.5 
1 == 1. 481248 21=1. 465905 
2 ї.=1. 465746 x:=1. 465575 [2—21 |20. 0003 
3 Z=]. 465573 z s= 1. 465572 |z; —xz|<1071/2 


由 表 3-5 知 , 第 3 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 x* a= 
1. 4656. 
上 例 说 明 , 达 到 同样 的 精度 ,用 类 代 -加 速 公式 仅 迭 代 了 3 K. 
2， 埃 特 金 (Aitken) 加 速 方 法 
记 
Жы SKa), Ж, = KT). 
用 平均 变化 率 
KT) 一 a) i Zaa 一 Žita 
Liti Zk Tkl ХА 


代替 (3. 2. 8) 式 中 的 p (ë) , WA 


s a Eka = Siki 
== © 


rp х RN 20—22°), 
进而 有 
Ре Жыл» — Ж = (тк 一 Fai)? 

ты, — 2%ы + л К Fark 29 хь 
从 上 式 可 看 出 ,第 二 项 是 对 z, ВО ВАМ, 记 
za = = хана my А 

Жы 22,6 + хь 
得 埃 特 金 加 速 公式 
ErP), 


Зана PT) 


х 


(k=0,1,2,°" (3. 2.10) 
T+ 210—2, 
Хк = 


= эз , 
Frya Zra хь 
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由 此 得 近似 根 数列 {zx). 


A AERE x+i 一 (zio) 总 是 在 根 zx" 附 近 进 行 ,因此 用 平 


均 变化 率 代替 (3. 2. 8) 式 中 的 pg (6) 是 有 意义 的 . 


下 面 给 出 埃 特 金 加 速 方法 的 一 个 定理 
定理 3 若 由 迭代 公式 z, =p) A ЕЙ (хь) ДЕ. 
D 收敛 于 根 х"; 


(2) та =C(0<C<D ,= lrir" |#0k=0,1,2,), 


则 由 埃 特 金 加 速 公 式 (3. 2. 10) PE R (a) ERA (z) BERK 
收敛 于 根 x" , 即 


СЕВ А) 
例 5 对 例 3 用 埃 特 金 加 速 方法 求 方程 的 根 ， 
# ” 埃 特 金 加 速 公式 为 

Eiri = у +1, 


Гү кесе 

= +? 

жы = М + 1, (k = 0,1,2,++) 
2 

АНЬ рр. 

їмо 一 22,3 + ху 


列表 计算 见 表 3-6. 


хы 一 


& 3-6 
k x Feri ЕД [ra аа 1107“ 
0 хо=1.5 
1 X=1.481248 x,=1.472706 zı=1. 465559 
2 X=1.465565 3=1.465569 х,=1.465570 2 211<107*/2 
由 表 3-6 知 ,第 2 ККА Е ЖК, В х" =s 
1. 4656. 
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83 #FfW(Newton) ik tik 
一 、 牛 顿 迭代 法 
牛 师 迭代 法 的 应 用 范围 较 广 ,可 用 填 解 代数 方程 和 超越 方程 ， 
既 可 求 方程 的 实 根 ,也 可 求 方程 的 复 根 , 既 可 求 单 根 ,也 能 求 重 根 . 
牛顿 迭代 法 的 基本 忠 想 是 将 非 线 性 方程 /(x)=0 逐步 转化 为 线 
性 方程 来 求解 , 牛顿 法 的 最 大 优点 是 在 方程 单 根 附 近 共 有 和 较 高 的 
收敛 速度 ,因此 ,牛顿 法 是 将 近似 根 精 确 化 的 一 种 相当 有 效 的 达 代 
法 ， 
下 面 介绍 牛顿 达 代 法 的 具体 作法 
їй r ЖАБ {ЭЛ f(x)=0 在 隔 根 区 间 [o DJAWI. fO) 
在 区 间 [a,0] 可 导 , 且 对 于 xwE[a,bJ] 有 ff'(x) 尖 0. 
任 取 初 始 值 ro E Cab] EHR y= С) EA ro SDE 
切线 . 如 图 3-5 所 示 ,切线 方程 为 
y = fr) H fr л). 


l 3-5 


以 它 作为 y= f(x) 的 近似 表达 式 , 它 与 x 轴 交 点 的 横 坐 标 x 为 
_ feo 
ГС), 


тү = ху 
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以 mm 作为 根 x' 的 第 一 次 近似 值 ,然后 又 过 曲线 у= Ar) 上 的 点 
С ГеВ. а 
у = fa) + frr — mn). 
它 与 过 轴 交 点 的 横 坐 标 >, 为 
fx) 
F a’ 
以 x EDIR z" 0 КООН. 仿 此 不 断 作 下 去 ,第 十 1 ЖШ 
线 方程 为 


r= x 一 


y = fr) + РС) б). 
CH т 轴 交 点 的 横 坐 标 x,,1 为 
тла = r, — TES Q = 0,1,25), (3.3.1) 
由 此 得 方程 的 近似 根 数列 {tzr,}, 上述 这 种 求 方程 f(x)=0 根 的 达 
代 方 法 称 为 牛顿 法 ，(3. 3. 1) 式 为 牛顿 迭代 公式 . 
牛顿 迭代 法 的 几何 意义 是 ,依次 用 切线 代替 曲线 ,用 线性 函数 
的 零点 作为 函数 /xz) 零 点 的 近似 值 . 由 于 这 种 方法 的 每 一 步 都 是 
用 切线 来 近 近 方程 ,所 以 牛顿 法 又 称 为 切线 法 . 
因为 方程 /Ca) 一 0 与 方程 x=x 一 ОЕ, CCz) 天 0 等 价 ,所 


f 
以 牛顿 多 代 公式 也 可 由 等 价 方程 写 出 ,过 Как 
сузы уш ДСУ) 
Куч Рб)" 


EKE А да {С.И J F me gm a ОКС СРЕ. 

定理 攻 (牛顿 达 代 法 局 部 收敛 性 定理 ) 设 x" 是 方程 f(x)=0 
的 根 , 若 

(1) 函数 /(x) 在 x' 的 邻 域内 具有 连续 的 二 阶 导数 ; 

(2) fE x" WJ RIN f(x) 关 0， 
WEE r WEEBER S= (аа 16), 对 十 任意 的 初始 值 
xoES, 由 牛顿 迭代 法 (3. 3.1) 产 生 的 数列 收 化 村 根 2， 

证 明 只 要 证 得 $2 定理 2 的 条 件 成 立即 可 . 
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由 迭代 函数 的 导数 


_ Ef") 
ф(х) = Tot 


及 条 件 (1),(2) 知 , g(x) 在 xz* 的 邻 域内 可 导 . 

由 9 (zx')=0 及 连续 函数 的 性 质 , 一 定 存在 xz' 的 某 个 邻 域 
5 二 {4z1|zx 一 xz" | 二 8}, 对 于 任意 xzES, 有 

| PG) KLI ЕФ. 

牛顿 法 的 局 部 收敛 性 对 初始 值 ro 要 求 较 高 , 即 要 求 初始 值 必 
须 选 取得 充分 接近 方程 的 根 才 能 保证 迭代 序列 {z,} 收 敛 于 zx". 实 
际 上 , 若 初始 值 z 不 是 选取 得 充分 接近 根 z' 时 ,牛顿 法 则 收敛 得 
很 慢 , 甚至 会 发 散 . 为 了 保证 牛顿 法 的 非 局 部 收敛 ,必须 再 增加 一 
些 条 件 . 

定理 2( 非 局 部 收敛 定理 ) 设 zx" 是 方程 f(x)=0 ERRE 
间 [a,6] 内 的 根 , 若 

A) 对 于 zE [adb], f (т) ,/"(х)Ж#Ң ЖЛЕ; 

(2) 选取 初始 值 ro€ [ab] AE f(x) 7" о) >20, 
则 由 牛顿 迭代 公式 C3. 3. 1) 产 生 的 数列 收敛 于 根 z". 

定理 的 几何 解释 如 图 3-6 所 示 , 满 足 定理 条 件 的 情况 只 有 由 
H. 

由 图 3-6 不 难看 出 ,用 牛顿 法 求 得 的 序列 {x,} 都 是 单调 地 趋 
于 f(zx)=0 的 根 z' ,所 以 牛顿 法 是 收敛 的 , 且 还 可 看 出 , 凡 满足 
关系 式 

Рао)" ixo) > 0 . 

的 zo 都 可 做 为 初始 值 , 例 如 图 (a) 和 (d) 的 情形 取 zxo=2, 图 (b) 和 
OHER zo =a. 

WEBA 仅 以 图 3-6(a) 的 情形 进行 证 明 ,其 他 三 种 情形 类 似 ， 

此 时 设 对 于 z€ [a,b], f'(z2)2>0,f"(z)2>0,8 E Ж (2) 
zo 应 满足 >" 过 xo. 

要 证 lims, =r" s КЕ (a), ЕВС) (xn ) E E ИК 
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x @ 3 
f'a)>0,f"oy>0 Го)>0,]" х)<0 
(а) (b) 
У} Y4 
0 x 本 w 
Ро) «0,77 0) >0 о) <0,7" 00) <0 
(е) (d) 
图 3-6 
下 界 的 数列 . 


O) 用 数学 归纳 法 证 明 数 列 有 下 界 , 即 证 z <ar. 

У n=0 BF, 2" 过 zo 成立 

设 n=k PF, RER z" <x, RL. 

FEH a= k+1 时 ,不 等 式 r 之 zhi 亦 成 立 .为 此 ,将 函数 
f Ce) fÉ >, 处 一 阶 秦 勒 展开 

f(z) = РС) + fz) ro л) 


其 中 名 在 xz 与 xz 之 间 , 因 为 x,z€[fa,b], 所 以 EE (а.б). 
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х —ть)?, 


‚ "фә 
к=», 《 


Af r= r’ RA Et 


ату Жей 6 Раа шр: + Cog = n)? = 0, 
Fe 


ЈС) PED 


Р Т < UR =ош 
е”, жазу яо) 517" C7) 7 ль), 

б ГАО Ре 
те C rot. (3.3.2) 


HH ЖЕШ, LK {тй Ж D K E ЕД т” <, | h 
r'an (n=0,1,2,.). 

(2) 再 证 数列 单调 递减 .因为 Са) 220," < xr, ТЕД f(x,) 
>O S aD, PERRA СЗ. З.т) ЖО ЈА, 
10р Лы 

因此 е а Са, 6 оо 
ШЕ ат АЕ PEIRA T ЫЫ БЕУ ДИН, БОЛАН 

(3) 证 明 lime, =e". H 3 ERA АП, t 8280841 Т 9 RA 
必 有 极限 , 现 设 该 数列 极限 为 ,上 上 是 对 (3. 3. 1) 式 两 边 取 极限 ,有 


о де ЁО) ар fO 
2 л Е С Л) > 0), 
得 fe) = 0. 


由 于 方程 fo 0 在 隔 根 区 间 [a,6j] 只 有 一 个 恨 , 所 以 x= 
ГИА 
тг, == pt. 
定理 证 毕 . 
使 用 牛顿 法 ,初始 值 > 的 选取 是 很 重要 的 .如果 在 [a,5] 上 
搬 (7)、/”(x) 的 符号 不 容易 判别 ,如 何 选 取 初 始 值 >, Wo? 
从 公式 
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Sao) 

Р(х), 
Ме Ж e= rr ЖОК riyzo 与 +' 的 误差 ,上 式 除 
以 m 得 


可 得 TI 一 T = (z r) 


SI зүүгө =< Рб) 
е, РО) (хо 2"), 


ЖН И 4 89) Z; sÇ 
о = fr) = f(za) + Р Со)" — zo) + Тес" 一 хо) 
EAEE ANEN ` Ç 
0 = f(z') = f(r) + f'(g)(z" хо), 
其 中 &,7 在 x' 与 zz 之 间 , 则 有 


Та" = 2) 


е _ N 1) Сх" == zy 
eo = РО) (л) 2 ЄЎ 
Саъ). 
© 2/'(тәЛ Ор 


在 xo Ab Rd STAF f Cro), f' (ze), Ро) AA IB ЖЕ. 
FEMA SEO HE. {ШИП fr Сас) СОЕ zo АНТА 
就 是 说 ,只 要 户 (zo) 天 0, 则 有 近似 公式 : 

er Гао) Јао) 

е 170000" 
内 此 ,要 使 牛顿 法 收敛 , 则 误差 必须 减少 , 即 要 求 |e | 二 |eo|, 亦 即 
要 求 


” 
Ef (х,)] > e Ifo). (3. 3.3) 


如 果 在 zo Д, / (л) (3. 3. DRE. Cr) 920, RIRH z, 
作为 牛顿 法 的 初始 值 ,否则 另 选 初始 值 . 这 样 做 在 大 多 数 情况 下 可 
以 保证 牛顿 法 是 收敛 的 . 

牛顿 法 的 计算 步骤 可 归纳 如 下 : 
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D 准备 : 按 (3. 3. 3) 选 定 初始 值 zu, 计算 Соо) f' (zo). 
(2) ЖК. RAR 
_ JG) 
f' (ш) 
迭代 一 次 得 新 近似 值 zx ,并 计算 SC) f' Cri). 
СЗ) 控制 : 如 果 |7FGz)1<e(e 是 允许 误差 ), 则 终止 迭代 ，z 
即 为 所 求 的 根 ; 否 则 转 (4). 
(4) 准备 迭代 : 如 果 达 代 次 数 超过 预先 指定 的 次 数 N ,或 者 
刀 (zb) 一 0, 则 方法 失败 ;否则 以 ri fa), f CEDARE ros f Cao), 
Р (хо) О) К. 
例 1 用 牛顿 迭代 法 求 §2 例 3 的 方程 的 根 , 
解 $ fGe)=x'— arl. 
Q) 写 出 牛顿 交代 公式 201, 
3л, — 22, 
(2) ТЕ ae RA РСЕ. 
fa.) 5#— 0.2, (1.5) ~ 0.2, 
Р(х) = 32 — => 0 (хє [1.4.1.5], 
Рх) = 6z220 (хє [1.4,1.5]. 
[| Ж a. DPA. 50220,71 ro=1. 5, WRR. 
(3) 列表 计算 见 表 3-7. 


21 = x 


Ф 3-7 
п РА аа E 10" 
n zo=1.5 i А 
1 21=1.466667 |22110. 04 
2 х= 1. 465572 ааа |50. 002 
3 23=1. 465571 а-в xo 


由 表 3-7 知 ,第 3 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 故 取 x* = 
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1.4656. 
例 2 用 牛顿 法 求 方程 
fa) =r + 1=0 
在 хо —1 附近 的 实 根 ,精确 到 小 数 点 后 第 4 45. 
解 因为 
f' (x) = 412 + 322, 
ШИ = 8201” + 3=, 
所 以 


fcU=- 1 FODS, Ff 1 =- 823. 
而 


| 
[7 (—1)1#= (44)2=1936> у 1); 17-1) = 823, 


(3. 3. 3) 式 成 立 , 故 可 取 zo= 一 1 为 初始 值 . 
用 牛顿 欠 代 法 计算 出 的 序列 为 
zy =— 1, zı =— 0.9773, 2х, = — 0. 9605, 
x, =— 0.9525, z, = — 0.9525, 
故 可 取 一 0, 9525 作为 所 求 根 的 近似 值 . 
例 3 用 牛顿 法 建立 计算 MC 〈C>>0) 近 似 值 的 欠 代 公式 ， 
解 令 x=MC , 则 可 将 以 上 问题 化 为 求 方程 
fia) = 22 —C=0 
的 正 根 , 如 图 3-7. 牛顿 迭代 公式 为 


| © 
ma == л, — Г®у- - 2.9). (3.3.4) 


因为 z>0 时 , (к) 220, f'a) 2220, ARER лог C 作 初 
始 值 ЛЕССИ ОКНО. 

以 上 就 是 求 平方 根 准确 有 效 而 又 简单 的 方法 ,如 果 >, EL т 
位 有 效 数字 , 则 zx: 大致 有 2m 位 有 效 数字 . 现在 计算 机 上 多 用 牛 
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图 3-7 


顿 法 求 平方 根 , 适 当选 取 初始 近似 值 , 只 需 很 少 几 次 欠 代 就 可 得 出 
相当 精确 的 结果 . 


二 、 和 迭代 法 的 收敛 阶 
在 迭代 法 中 ,为 了 刻画 由 和 迭代 法 产生 的 数列 的 收 伊 速度 ,下面 
引进 迭代 法 收敛 阶 的 概念 . 


定义 1 设 数列 {z,} 收 敛 于 xz" , 令 误差 6,=x, 一 xz" ,如 果 存在 
某 个 实数 ре 及 正常 数 C ,使 


= С, (3.3.5) 


则 称 数列 {xz,) 为 p 阶 收敛 ,也 称 相应 的 迭代 法 是 p 阶 方法 . 当 
p 二 1 Н. 0<C<1 时 , 称 数列 {z,) 为 线性 收敛 . 当 „=2 时 , 称 数 列 
{zx} 为 平方 收敛 (或 二 阶 收敛 ). 当 р> 1 时 , 称 数列 {x,) 为 超 线性 
收敛 , 显然, 户 越 大 ,数列 收敛 得 越 快 ,所 以 ,迭代 法 的 收敛 阶 是 对 
迭代 法 收敛 速度 的 一 种 度量 . 

定理 3 (1) 在 $2 定理 2 的 条 件 下 ,日 在 根 x* 的 某 个 邻 域 
МЖ Ф (z) 天 0, 则 迭代 法 线性 收敛， 

D 在 $2 定理 3 的 条 件 下 ,牛顿 迭代 法 平方 收敛 . 

证 明 因为 大 代 函 数 p(x) 在 根 x* 的 某 个 邻 域 可 导 , 所 以 由 
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拉 格 朗 日 中 值 定理 有 
e, = z, Ф (6) Om) = p (Ë) - e,, 
Җир EE >, Hj a Z 08). 
进而 有 


= lim (Ф| = 1606771. 
又 由 于 在 а EBRA E Са) |<1 及 WCGCr) 天 0, 故 有 
о |0") 1 <1. 
所 以 牛顿 迭代 法 线性 收敛， 
(2) 由 (3.3.2) 式 有 
е, 11 1") 


E TUPE 
HA SOD FOER a DIRE HEA 
r йы Od 
limi || 2] C7)| 
BUERE RIA F ЭЛИС. 证 毕 ， 


= 0. 


$4 Ж Ж 法 


用 牛顿 法 解 方 程 /x)=0 [Жн ИЕ 
个 明显 的 缺点 就 是 每 达 代 一 次 , 除 需 计 算 f/x) 外 ,还 要 计 务 
六 (ze) 的 值 ,如 果 fx) 比较 复杂 ,计算 Cx) 就 可 能 十 分 麻烦 . 万 
КО" GD | 很 小 时 ,计算 须 很 精确 ,省 则 会 产生 很 大 的 误差 . 若 
用 本 书 介 绍 的 弦 截 法 , 则 不 需 计 算 导数 ,虽然 它 的 收敛 速度 低 于 后 
顿 法 ,但 又 高 于 简单 达 代 法 . 因此, 弦 截 法 在 非 线性 方程 的 求解 中 
得 到 广泛 的 应 用 ,也 是 工程 计算 中 的 常用 方法 之 一 . 

设 方程 f(x)=0 的 一 个 随 根 区 间 为 [a.], 如 图 3-8 所 示 . Ж 
结 曲线 у= С) ЕЙ Аба, f UDA BSS ODZ AB. 
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Zo 一 az 一 0, 则 弦 AB 的 方程 为 


у = fa) + Га) — feo, — z). 
Tı 一 To 


Bo, f(x) 


Абу, (ху) 
图 3-8 


令 y=0 得 弦 AB 与 x 轴 的 交点 的 模 坐 标 x; 为 
5-5 Tof (zi) — z f (zo) 
ше Fa) — f (ao) 


f(x) 62 ) 
Fæ) — Р) 0 9 


以 zz 作为 根 z" 的 一 个 近似 值 ,又 过 曲线 у= f (z) E f) А 
Сау f Gi) CE f (xz)) 作 弦 , 得 它 与 x 轴 交 点 的 横 坐 标 z, 为 
Tf (zx) — z, f (21) 
Feix) = fla) 
f<) ‹ › 

Fad 一 Fn) “Р? 
则 又 可 以 zs 作为 根 z "的 一 个 新 的 近似 值 . 继续 这 样 作 下 去 , 即 可 
得 到 一 般 迭 代 公式 为 


Tı 


Xs 三 


= zx; 


fean) 
Z, 一 x, fO.) = Ут" А pia oo 


利用 上 述 公 式 求 方程 f(z)=0 的 根 的 近似 值 的 方法 就 叫做 弦 截 
弦 截 法 的 几何 意义 是 ,依次 用 弦 线 代 蔡 曲线 ,用 线性 函数 的 零 
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点 作为 函数 f(x) 零点 的 近似 值 . 

下 面 继 续 介 绍 弦 截 法 的 收敛 定理 . 

定理 1 ESOR r RARR 5 = (|| | 二 8) 内 
有 二 阶 连 续 导数 , 且 对 任意 ES, H 7 (2) 40, Д S 邻 域 充分 
小 时 ,对 S 令 域内 任意 的 zoyzl，, 由 弦 截 法 的 迭代 公式 (3.4. 1) 得 
到 的 近似 值 序 列 {z,} 收 和 敛 到 方程 f (ж) 0 的 根 с". 并 可 证 明 弦 截 
法 是 按 阶 p= (1 十 5 )/2==1. 618 收敛 的 

(证 明 从 上 略 ). 

综 上 所 述 , 弦 切 法 的 计算 步骤 可 归纳 如 下 ， 

(1) 准备 : 选 定 初始 近似 值 ze,zi, 并 计算 f (zo), f (т). 

(2) ER: RAR 

fa (mi 一 zo) 
ГО) = feo) 
迭代 一 次 得 到 新 近似 值 zx, 并 计算 Со). 

G) 控制 , 070) |е 8 |х. лл | Ke (eve, 为 事先 指定 
的 误差 范围 ), 则 终止 迭代 ,zs* 就 是 方程 的 近似 根 ;否则 执行 (4). 

Са) 迭代 准备 : 若 迭代 次 数 超过 预先 指定 的 次 数 N, 则 方法 
AR; ЖЩ Cri, f (х3), Cez, f (z )) y BARRE Cros f Czo)) ü 
СГС) СОЖА. 

例 1 КУГ е 40 在 区 间 [0. 5,1] 内 根 的 
近似 值 ， 

E 令 f(z)=e” 十 x 一 4, 取 zo 二 0.5,xi 二 1, 计 算 结 果 如 表 
3-8 AR. 故 可 取 方 程 的 近似 根 为 0. 61036. 

表 3-8 
n 0 1 2 3 4 5 6 


20 = x, 


z 05 1 0. 57559 0.59954 0. 61069 0.61036 0. 61036 


牛顿 法 和 弦 截 法 都 是 先 将 f(z) 线性 化 然后 再 求 根 ,但 线性 化 
的 方式 不 同 , 牛顿 法 是 作 切 线 的 方程 ,而 弦 截 法 是 作 弦 线 的 方程 ; 
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gq t POA т. К Rua ААУ АКН >o 和 л. 
本 章 小 结 


本 总 介绍 [方程 (x)=0 求 根 的 - - 些 数值 解法 ,在 这 些 求 根 
方法 中 ,首先 要 对 f(x) 的 形态 及 根 的 近似 位 治 有 一 个 粗略 了解， 
合用 较 小 的 有 根 区 间 把 方程 的 根 分 离 出 来 . 在 考察 一 种 解法 的 有 
效 性 时 ，- 般 都 要 讨论 其 收敛 速度 . 

在 本 总 所 介绍 的 各 种 求 根 方法 中 , 除 三 分 法 仪 限于 求实 根 外 ， 
此 他 均 匹 此 限制 ， 

-分 法 简单 芭 行 ,但 收敛 较 慢 , 仅 有 线性 收敛 速度 , 且 对 fx) 
的 性 质 要 求 不 高 , 该 方法 不 能 用 于 求偶 数 重 根 或 复 根 , 但 可 以 用 来 
人 饰 定 达 代 法 的 初始 值 . 

近代 法 (或 简单 挝 代 法 ) 是 一 种 逐次 道 近 的 方法 , 它 吓 数值 计 
算 中 方程 求 根 的 一 种 主要 方法 . 使 用 各 种 欠 代 公式 关键 是 要 判断 
它 的 收敛 性 以 及 了 解 收敛 速 度 , 简 单 达 代 法 共有 线性 收敛 速度 ,可 
采用 埃 特 金 加 速 方法 ,使 收敛 速度 加 快 . 要 特别 注意 ,只 其 有 局 部 
收敛 性 的 简单 从 代 方法 ,往往 对 初始 值 ro 的 选取 要 求 特别 高 

牛顿 法 是 方程 求 根 中 常用 的 一 种 欠 代 方法 , 它 除了 其 有 简单 
迭代 法 的 优点 外 ,还 其 有 二 阶 收敛 速 度 ( 在 单 根 邻 近 处 ) 的 特点 . 但 
牛顿 法 对 初 值 选取 比较 若 刻 (必须 充分 党 近 方 程 的 根 ), 省 则 牛顿 
法 可 能 不 收敛 ， 

嘴 截 法 是 牛顿 法 的 一 种 修改 ,虽然 比 牛顿 大 收敛 慢 , 但 因 它 不 
需要 计算 Fr) 的 导数 , 故 有 时 宁可 用 弦 截 法 而 不 用 牛顿 法 . 弦 截 
法 也 要 求 初始 值 必须 选取 得 充分 靠近 方程 的 根 , 省 则 也 可 能 不 收 
Жж. 


f PPIE CU h, Ж AR PA ЖОЕ Б ИЧЕ ЦК ЖОЖ JE K ААВ. 
在 实际 计算 中 ,可 以 根据 方程 特点 ,灵活 选择 其 中 一 种 述 代 格式 . X: 
上 方程 求 根 间 题 ,现在 已 有 各 种 专用 程序 供 实际 计算 时 参阅 使 用 . 
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作法 与 程序 设计 实例 


用 牛顿 达 代 法 求 方程 的 根 . 
算法 
给 定 初 始 值 голе 为 根 的 容许 误差 ,7 为 |/(x) | 的 容许 误差 ,NN 
为 述 代 次 数 的 容许 值 . 
OD UR S Cra) 0 或 克 代 次 数 大 二 入, 则 算法 失败 ,结束 ; A 
则 执行 @. 
@ ifa E, 
Q) ао |< RIS (е) < И 1 +. FEF KO Р) 
Мт). 
CD 令 долу ЕО). 
实例 
求 方程 О) а а 32—30 在 1.5 附近 的 根 . 
程序 和 输出 结果 
并 include(stdiohy》 
#include (conio. h) 
#include (math. h> 
#define N 100 
# define EPS 1е-6 
Я define ETA 1е-8 
void main О) 


П 
\ 


float ЕСПоаї) ; 

float f1 (float); 

float x0,y0; 

float Newton (float Cx ) loat) float (Cx ) Соат) float); 
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clrscr(); 
printf ("Please input х0\п”); 
scanf(”%f, &x0); 
printf ”x(0)= %fNn”,x0); 
y0=Newton(f{,f1 ,x0); 
printf (\nThe root of the equation is x= %ÍíÍNn”,y0); 
getch(); 
\ 
{float Newton(float ( * f)(float), float ( * f1) (float), float x0) 


{ 
\ 


float х1, d; 

int k=0; 

do 

{ 
xl=x0—f(x0)/f1 (x0); 
if((k++>N)| | (fabs (1 (х1))<ЕРЅ)) 


{ 
printf '7XnNewton method failed”); 
getchO; 
exit(); 
) 
d=(fabs(x1)<1? х1—х0:(х1—х0)/х1); 
х0=х1; 


printf ("x (%d) = %ÍNU,k,x0); /x 可 省 略 */ 


while (fabs (d))>EPS&&fabs ({(x1))>ETA); 
return х1; 


float f(float x) 
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return X * x * x+x * x—3*x—3; 
) 
float fl(float x) 
{ 


return 3. Охх +2 #х—3; 


输出 结果 如 下 ; 

若 取 初 值 z(0)=1.000000, 则 
x(1)=3. 000000, х(2)=2. 200000, z(3)=1.830151, 
Xx(4)=1.737795, z(5)=1.732072, z(6)=1.732051, 
x(7)=1. 732051. 

原 方程 的 根 为 zx 一 1. 732051. 

若 取 初 值 r(0)==1.500000, 则 
z(1)=1.777778, х(2)==1. 733361, z(3)=1.732052, 
z(4)=1.732051. 

原 方程 的 根 为 z==1. 732051. 

若 取 初 值 +Co)=2. 500000, 
х(1)=1.951807, z(2)=1.758036, z(3)=1.732482, 
zx(4)=1.732051, z(5)=1. 732051. 

原 方程 的 根 为 +=1. 732051. 

说 明 ; 上 面 程序 取 3 个 不 同 初 值 , 得 到 同样 的 结果 ,但 迭代 次 

数 不 同 , 初 值 越 接近 所 求 的 根 , 迭 代 次 数 越 少 . 


1. 何谓 二 分 法 ? 二 分 法 的 优点 是 什么 ? 如 何 估计 误差 ? 
2. 何谓 迭代 法 ? 它 的 收敛 条 件 、 几 何 意义 ,误差 估计 式 是 什 
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КАШИ Ж АДК SI ДД АР 9 IRES E DRE УЯ Qh L ML AE 
是 什么 ? 它 共 有 什么 优点 ? 

4 怎样 比较 奈 代 法 收敛 的 快慢 ? 何 请 收敛 阶 数 ? 

5、 和 牛顿 达 代 格式 是 什么 ? 它 是 怎样 得 出 的 ? 叙述 牛顿 达 代 法 
的 收敛 条 件 与 收效 阶 数 ， 

5， 如 何 导 出 弦 截 法 达 代 公式 ? 叙述 其 收 仇 条 件 与 收 仇 阶 数 并 
比较 弦 扒 法 与 牛顿 法 的 优 劣 . 


习 题 三 


1， 用 二 分 法 求 方程 一 3x 十 1=0 在 区 间 [0.3,0.4] 内 的 根 ， 
要 求 误差 不 超过 也 X10 忆 

2. 已 知 方程 心 十 2 一 4 一 0 在 区 间 [1,2] 内 有 一 根 ,试问 用 二 
分 法 求 根 , 使 其 共有 5 位 有 效 数字 至 少 应 二 分 多 少 次 ? 

3， 判 断 下 列 方程 有 几 个 根 , 求 出 陨 根 区 间 ,并 写 出 收敛 的 达 


(1) cosx 十 sin 一 4 一 0 

(2) r+2'—4=0. 

4. 方程 中 一 心 一 1 一 0 在 1.5 附 近 有 根 , 把 方程 写成 4 种 不 同 
的 室 价 形式 ,并 建立 相应 的 达 代 公式 : 

Q) slka, r = +, 


(y smp l 1+5, 
r +, 
| 32152 
B) а бана nanoa 
(4) а?==л%—1, z, EN ai. 


HI ERRE RARP ER BOZE 1. 5 ЗСА ССР, ЖОП СОЕ 
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代 公式 求 方程 的 根 , 要 求 误差 不 超过 过 X10 

5. 用 迭代 法 求 二 一 z 一 0.2=0 的 正 根 ,要 求 准确 到 小 数 点 后 
第 5 位 . 

б. 用 迭代 法 求 方程 e* 十 10z 一 2 一 0 的 根 ,要 求 准确 到 小 数 点 
上 后 第 4 位, 

7. 用 迭代- 加速 公 式 求 方程 =e Е z=0.5 附近 的 根 ,要 求 
准确 到 小 数 点 后 第 4 位 . 

8. 用 埃 特 金 加 速 法 求 方程 r= 在 区 间 [1,1. 5] 内 的 根 ， 
要 求 准确 到 小 数 点 后 第 4 位 . 

9. 应 用 牛顿 法 于 方程 fa)=—a=0 M /бх)=1—=0, 
分 别 导出 求 % a Во Д, 

т Са — х) Na — r). 

10. 用 牛顿 法 求 方程 x 一 3x 一 1=0 在 x。=2 附近 的 根 ,要 求 
准确 到 小 数 点 后 第 3 位 . 

11. 证 明 计 算 YC 的 牛顿 迭代 格式 为 


С 
t = 12а, + 5). 


取 ло НАУ З ЖЖ аа, 10 $, 
12. 用 弦 截 法 求 1 一 zx 一 sinz=0 的 根 , 取 zo=0,zi=1, 计 算 
W8J1—r—sinz|< X10231. 
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第 四 章 ”矩阵 的 特征 值 及 特征 向 量 的 计算 


自然 科学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 ,如 振动 问题 (桥梁 或 建筑 
槐 的 振动 .机械 振动 .电磁 振动 等 ), 物 理学 中 某 些 临 界 值 的 确定 
等 ,常常 要 归结 为 求 怎 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 即 求 满足 
АХ = АХ (Х 5 0) 
Ө ЖС А RAEES h ht x rh А 称 为 4 ВОКАН, AF28 916] Х 
称 为 4 的 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 十 是 计算 ，” 阶 矩阵 4 的 特征 
{К ,就 是 求 特征 方程 


ІА = А| = 0 
的 非 零 解 NG 一 1,2,，…) ,而 齐 次 线性 方程 组 
(А— АРХ = 0 


WAER ХЕ Ы А, 对 应 的 特征 向 其 . 

求 年 阵 特征 值 和 特征 向 基 的 问题 是 工程 计算 中 的 一 个 重要 问 
题 . 一 般 来 说 ,用 求 特征 方程 的 根 的 方法 去 求 矩阵 4 的 特征 值 ,只 
适用 于 低 阶 和 矩阵, ERE A 的 阶 数 较 高 时 ,其 特征 方程 就 是 一 个 A 
的 高 次 代数 方程 ,而 高 次 代数 方程 求 根 的 计算 稳定 性 较 差 . 因此 ， 
必须 寻求 一 些 在 电子 计算 机 上 计算 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 址 的 较 
为 稳定 的 数值 算法 . 这 就 是 本 章 将 要 介绍 的 几 种 在 计算 机 上 计算 
和 矩阵 特征 值 和 特征 向 基 的 常用 数值 方法 一 一 宕 法 、 反 宕 法 和 雅 可 
比方 法 . 


`$1 ЖУ 


吞 法 与 反 短 法 都 是 送 代 法 . RRA ER KE E 4 的 主 特征 值 
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CPIE RE 4 的 按 模 最 大 的 特征 值 , 其 模 称 为 谱 半 径 ) 及 其 对 应 的 特 
征 向 基 的 一 种 迭代 方法 ;而 当 零 不 是 特征 值 时 , 反 守 法 则 可 用 来 计 
算 非 奇异 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 基 . 下 面 分 别 介 
БИЕ K 52 3845. 


—,#Ж 


ИЖ п ЙЭШ Ж A, n PEI X i. X... 于。 线性 无 关 
I XXX 为 4 的 一 个 完全 特征 向 基 组 ), 其 相应 的 特征 值 
ААА. 满足 
ТА | > || Z + > al. (4.1.1) 
由 特征 值 定义 
АХ, = АХ, G = 1,2,5). (4.1.2) 
现 来 讨论 计算 主 特征 值 改 ЖАГУ 00 E T ik. 
可 法 (又 称 乘 堆 法 ) 的 基本 思想 是 任 取 一 个 非 零 初始 向 量 uos 
由 矩阵 А 构造 一 个 向 其 序 列 : 


u, = Аш, 


и, = Au, = А?и,, 
(4.1. 3) 


и, = Au,_, = Аш, 
КЖ Н ЁК ЖЖ ЕШ. 因为 X... X... Х, 线性 无 关 , 所 以 初始 
向 基 uo 可 表示 为 矩阵 4 的 特征 向 量 组 的 一 个 线性 组 合 , 即 


并 假定 m 尖 0, 于 是 


и,= Au, = Atu, = J AX; = X aX; 
i=l 1 


= [ах + Эр 4]. чл. 
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я оү 
Е, = Salè) Xis 
i=2 1 
则 и, = Na Xi + E). (4.1.5) 
由 (4.1.1) 式 知 
IAAL <I @=?2,3.+е,л), 
所 以 当 оон, e0, М. 


上 式 说 明 , 序 列 шо ГАТ 越 来 越 接 近 4 的 与 À, 对 应 的 特征 向 其 
(因为 特征 向 址 可 以 相差 一 个 常数 因子 ). 因此 , 当 & 充分 大 时 ,有 
uA œ aX, 

即 A'u == Aa X,. 
ВОЧ k EIAN, Atuo 可 近似 表示 矩阵 4 的 与 对 应 的 特征 向 
tt. 
以 下 我 们 通过 特征 向 械 来 计算 特征 值 为 . 用 (wu); 表示 и, 的 第 
ФЛ, НР 
(иь); | AXD; + (в); 


(бш), C a XD; + (6), ` 
у О Gu.) _ 
所 以 lim ud 4 


上 述 极限 说 明 , 两 个 相 邻 迭代 向 莽 的 分 二 之 比值 收敛 到 主 特征 值 
Л. 但 要 注意 的 是 ,实际 计算 时 , & 不 可 能 趋 于 无 穷 大 ,只 能 是 某 个 
相当 大 的 & 值 ,这 时 相 邻 迭代 向 荆 的 不 同 分 共 之 比 就 不 相同 ,也 
不 相同 ,此 时 可 用 (wsvVCuw)》 的 平均 值 作为 Aà 的 近似 值 , 
以 上 这 种 由 已 知 非 零 向 莽 u KERE A ЖЕЕ At Ну n ht IÝ 
列 {uw} 用 来 计算 4 的 主 特征 值 % 及 相应 特征 向 址 的 方法 称 为 
综 上 所 述 , 用 窜 法 求 主 特征 值 À, 及 相应 特征 向 芋 的 计算 步 台 
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(1) Е n 维 初始 向 贡 mw 天 0; 
(2) FÈ u= Аи, (一 0,1,2，…) 计 算 шз 
(3) 若 k+1 从 某 个 数 以 后 分 其 之 比 
(иһ): 
则 АС, ТЇ u, 即 是 与 入 对 应 的 一 个 近似 特征 向 基 . 
例 1 W£ EBE 


2-1 0 
А = |—1 2 一 1|， 
= 2. 


试用 宪法 计算 4 的 主 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 其. 
解 ио 1,1,1)", НИКЕМ ш Ашо 进行 计算 ,计算 结 
果 见 表 4-1. 


== СОН) (б=1,2,+з,л), 


表 41 
k 1 2 з а 5 6 7 
(Atu), 1 2 6 20 68 232 792 
(a'w): 1 —2 -8 -28 -9% —328 一 1120 
(a'u); 1 20 68 232 792 
由 上 表 可 算得 
(Au), Audi 
(Aum) ls (At ~ 3°41 
可 见 第 一 个 分 量 已 趋 于 稳定 ,而 对 第 2、 第 3 个 分 基 ， 
(A'u); (Auo), 、 
(А%и,)› Sely (Auo); 7 з 


ВЖ А3. 41. 因 为 hxuo= (792, — 1120,792)", iü) ЁЛЕ lB] ht 
可 相差 一 个 常数 因子 ,所 以 取 与 主 特征 值 入 相对 应 的 特征 向 其 为 


_ Au _ _ т 
= 792 = а, 1.41,1). 
由 (4. 1. АЗК, 4 |А [>21 BF, Au 的 分 量 会 趋 于 无 穷 
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Xx, 


KH la l<1 В, Au 的 分 量 又 会 趋 于 零 , 因 此 在 实际 计算 时 需 
要 作 适 当 的 规范 化 ,以 免 发 生计 算 机 的 上 溢 和 下 溢 现 象 . 

设 有 一 向 其 w= (иие u,) 1, Н max (u) RR [E] Ht u 中 绝 
对 值 为 最 大 的 分 二 , 即 

max(u) = max lu|, 
иҗ» 

则 称 "= xG 
H u ЖЕ PII — k) 5] ht , RAA ЕЩ и 规范 化 . 

这 样 ,实际 计 算 中 寡 法 的 迭代 格式 为 

и, = v. Z 0, 


и, = Avis k= 1,2,…， 


(4.1. 6) 
ПЕРЕ — 
*  max(u,) 
可 以 证 明 : 当 A->co 时 ,有 
x 
„Ж |... 
Vi пахо’ (4.1.7) 


BP AR AAE К s| k ЛЕ 2| ik СА] E РЕН БУ PFAE 6] ht. 而 


max(u,) —> А, 


ЖЛ и, 的 绝对 值 最 大 的 分 量 收 敛 到 主 特征 值 . 
事实 上 ,由 (4. 1, ORAA. 1. 6) 式 可 得 


A \* 
Аш, Е + сан] х.) 
x 


max(Atwo) ` 


aX, + > 


(k — со), 
max[ wx + Sel 


同 理 
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u, , 


а, аке A 
э 


тах(А* lu) — max| 4 1 


所 以 
hmax| aX, 十 Sal а] 


тах (ші) = Ес күз À (k=). 
max[a X, + 514) x] 

HHEH, H ЖЕТЕ Ж 4 的 主 特征 值 的 最 大 优点 是 方法 简单 ， 
ERINE TAER E ВЕ, 但 有 时 收敛 速度 很 慢 , 其 迷 代 的 收 伍 
速度 主要 取决 于 比值 "= [А ГА lor 越 小 ,收敛 越 快 , 当 >=1 时, 收 
敛 速度 就 很 慢 . 为 了 加 速 收敛 速度 ,下面 简要 介绍 一 种 加 速 收敛 的 
原点 平移 法 . 

引进 矩阵 


B=A— pl, 
其 中 1 为 单位 矩阵 , p 为 可 选择 的 参数 . 

ФРА 的 特征 值 为 ,42,… ,为 , 则 B 的 特征 值 为 入 一 p ,4 一， 
А, р. ЕЕН, А,В 有 相同 的 特征 向 其 . 事实 上 , 若 改 是 4 
的 与 对 应 的 特征 向 基 , 即 

AX = АХ, 
Д (А pX = AX — pX = АХ — pX = A — p)X, 
故 X 也 是 B=A— pl 的 特征 向 基 . 
只 要 我 们 适当 选取 p ,使 得 
(1) 5 Я аы Oa ` 


2 | 
ао 4 一 pl 和 4 的 主 特征 值 时 ,前 者 的 收敛 
速度 远 比 后 者 为 快 , 当 求 出 矩阵 B= 二 4 一 pl 的 主 特征 值 a 和 特征 
向 其 XX 后 ,矩阵 A 的 主 特征 值 为 入 十 ,特征 向 其 仍 为 X,, 这 种 方 
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法 通常 称 为 原点 平移 法 .但 由 于 特征 值 的 分 布 事 先 不 知道 ,实际 上 
使 用 时 必须 经 过 多 次 选择 才能 选 到 适当 的 р (8. 


=. АЖ 


反 守 法 可 用 来 计算 非 奇异 矩阵 按 模 最 小 的 特征 值 和 对 应 的 特 
征 向 地, 也 可 用 来 计算 对 应 于 一 个 给 定 近似 特征 值 的 特征 向 其 

设 及 阶 非 奇异 矩阵 A, 其 特征 值 与 相应 的 特征 向 基 分 别 为 
à K X, (i 二 1,2,…,n), 由 定义 

АХ, = АХ, G = 1,2,..,n). 
因 4 可 逆 , 则 特征 值 4 均 不 为 零 ,于 是 由 上 式 得 
AX, = АХ, 
这 说 明 АГ! 一 定 是 4-! 的 特征 值 ,所 对 应 的 特征 向 量 仍 是 X;. 并 设 
A 的 特征 值 如 下 ， 
Jal > al S > kl >o, 

MA 一 定 是 4-! 的 主 特征 值 . 这 样 ,对 ATHARE TORI p= 
元 ,从 而 得 4 的 按 模 最 小 的 特征 值 kx 一 入 "具体 计算 如 下 ， 


任 取 初始 向 量 u0, R| fE ЕЗЕК 
ul 一 AT (k= 0,1,25). (4.1.8) 
但 由 (4.1.8) 式 可 知 ,要 作 此 和 迭代 必须 计算 4-', 这 是 一 件 不 易 的 
凡 , 故 往往 将 (4.1. 8) 式 改 为 解 方程 组 
Au, =u, (k=0,1,2,.), 
若 采用 “规范 化 "方法 ,可 按 如 下 步 又 计算 : 
Au, = Vis 
m, = тах(и,), (4.1.9) 
v, = u,/m,. 
以 上 每 迭代 一 次 ,需要 解 一 个 线性 方程 组 Au,=v,.-,. 由 于 每 
步 所 解 方程 组 具有 相同 的 系数 矩阵 4, 故 常常 是 先 将 4 作 LU 分 
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解 ,然后 转化 为 每 步 只 需 用 回 代 公式 解 两 个 三 角 方程 组 ,这 样 可 减 
DIFATER. 

RAAE TARR LRR £ WRT ERE 4 的 某 个 特征 值 
(不 是 按 模 最 大 也 不 是 按 模 最 小 ) 的 粗略 近似 AC ‚Н ЕЖЕН: Ж 
难得 到 入 的 更 好 的 近似 值 (见习 题 四 中 第 3 题 ). 

从 窒 法 可 知 , 反 竹 法 收敛 速度 取决 于 比值 |/%-1|. м 
1/ 加 -1| 越 小 时 ,收敛 越 快 . 

例 2 НЕКЕ 


2 8 5 

А = [ 3 | 

9 4 7. 

按 模 最 小 的 特征 值 及 其 对 应 的 特征 向 基 . 
解 对 矩阵 4 fE LU 分 解 ,可 得 


1 2 8 9 
L= 4 1 ，U= — 29 — 32 |. 
4.5 1.1034 1 1. 8103 


WA уо шо (1,1,1), ЕК ЗЕ A m FAAR: 


LY, = v,i» 
Uu, = Y,, 
(k= 1,2,.) 
m, = max(u,), 
w = u,/m,, 
计算 结果 见 表 4-2. 
表 42 

k w( 归 一 化 向 量 ) тах(и,) 
0 (1.0000 1.0000 1. 0000) 1. 0000 
1 (0.4348 1.0000 —0. 4783) 0. 5652 
2 (0.1902 1.0000 —0. 8834) 0. 9877 
3 (0.1843 1.0000 一 0.9124) 0. 8245 
4 (0.1831 1.0000 一 0.9129) 0.8134 
5 (0.1832 1.0000 —0. 9130) 0.8134 
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迭代 5 KTE. 8134, 所 以 A= 1. 2294, 其 对 应 的 特征 向 
3 
其 为 
X, ~ (0.1832,1.0000, — 0. 9130). 


"52 雅 可 比方 法 


雅 可 比方 法 是 建立 在 线性 代数 基础 上 的 一 种 求 对 称 和 矩阵 全 部 
特征 值 与 特征 向 量 的 迭代 方法 . 为 此 , 先 回顾 一 个 线性 代数 的 有 关 
ЯПА. 

(1) 若 矩 阵 4 S В AB. BATHERE P, {E P AP=B, Д] A 
与 B 有 相同 的 特征 值 ; 

(2) ФРА 为 实 对 称 矩阵 , 则 其 特征 值 \ 一 定 是 实数 ,并 存在 正 
Зр А, 

А 
А 
К-'АК = КТАК = а = diag (Ау, sA) s 
А, 
且 R 的 第 j 列 是 入 对 应 的 特征 向 基 ， 
(3) # R ЕЗЖЕ, Д] 
| КА |2 = АА |2 = 1А 112, 

这 里 ПАВ = УУ. 

(=l j=l 
由 于 R" E EXER, MAAN RAR ||; =l A 12. 

雅 可 比方 法 的 基本 思想 是 对 给 定 的 实 对 称 矩 阵 4 进行 一 系 
列 的 正 交 相似 变换 ,使 其 逐渐 趋 于 对 角 阵 , 即 寻求 正 交 矩 阵 Ri, 
Ri,… ,Ri，,… ,使 

тА," RIAR RiR = diag (Ài hz). 
Мт k 充分 大 时 ,ReRA RIAR RRi 的 对 角 元 就 是 4 的 
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近似 特征 值 ,而 R. R, В, 的 各 列 就 是 相应 的 近似 特征 向 基 . 因 
此 ,问题 的 关键 是 如 何 找到 合适 的 正 交 和 矩阵 R. 为 此 ,还 须 继续 讨 
论 . 

一 、 古 典雅 可 比方 法 


n 


ЕГЕУ) 
ар=а1%0. 
由 线性 代数 知 ,对 任意 9€ [TE | ,平面 旋转 矩阵 


cosg sinô 
ы! | 


— sing cosb 
КДЕ — E ҖЕ Ж. 于 是 ,做 正 交 相似 变换 
A, = RAR `! = КАК", 
容易 求 得 A, 的 元 素 wy 为 


人 | 为 例 进行 讨论 ,其 中 


a 
ад 


аң! = acos’ + 2axcosósin0 十 azzsin20， 
азу = ansin’ 一 2ausinñócos0 + acos°0, (4.2.1) 
аф = Llan an)sin20 十 alzcos20 = а. 
Фан =a =0, 
tan20 = га (22) 


所 以 ,如 果 取 8 满足 (4. 2.2) 式 , 则 必 有 


ar 0 
A, = ВАК" = 


0 az 


从 而 原 矩 阵 4 的 两 个 特征 值 就 是 ci 和 an M 
cos — sinf 
Rea p e 
ЙЯ A> УПЫ] НЕ A AE py BJ ASF E ТЕ] Bt. 
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将 二 阶 平面 旋转 矩阵 推广 ,对 一 般 ” 阶 实 对 称 矩 阵 A = 
Cai ax AA IERT ATE am 天 0 (p<) ,引入 阶 平面 旋转 矩阵 ,此 


时 考虑 阶 正 交 和 矩阵 
1 : š 
ра cos0 sin0 + + |p 
R= 1 т 
: К. 1), 
` —sin0 ө cos + +. q 


1 


Р q 
除了 p,q 行 和 p,q 列 交叉 位 置 上 的 4 个 元 素 外 ,这 里 RHR 
素 与 单位 矩阵 相同 ， 
FE 正 交 相 似 变换 


A, = КАК". 
由 和 矩阵 乘法 不 难得 到 А, = (a9 )wx 的 元 素 为 
а) =a, (,) 9 р,4), 


ij ij 
0 а 


ар = ар = а,с050 + ajsin0 GÆ pq), 

а = а = — а,ѕіпб + а,со»0 (j руд), 

ар» = а„соз?@ + 2а sinócos0 + avsin°0, (4.2.3) 
аф = asin’ 一 2а„вїпӨсоз@ + а„соз?@, 

а? = а, = } (as 一 app)sin20 + amcos20. 


为 使 4 的 非 对 角 元 ax 成 为 零 ,由 (4. 2. 3) 式 最 后 一 式 知 ,只 需 取 
0 满足 


2a | х | 
ee <= 
tan20 ызан |< +]; (4.2. 4) 


进而 有 
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1 2a 
Farctan 一 名 一 ， app Z ay 
app сан 
T 
б = т app = as as 2 0, 
x 
кә; app = ay apy < 0 


即 可 ,这 就 完成 了 雅 可 比方 法 将 一 个 非 对 角 元 am 化 为 零 的 计算 过 
程 ,从 而 由 矩阵 4 产生 了 和 矩阵 A). 而 将 新 矩阵 А, 的 非 对 角 元 化 为 
零 的 计算 过 程 与 上 边 完全 类 似 , 从 而 可 类 似 得 到 矩阵 4:,4:，…， 
А. 
下 面 讨论 雅 可 比方 法 的 收敛 性 , 即 和 矩阵 序列 {44) 向 对 角 阵 的 
收敛 性 . 由 (4. 2. 3) 易 知 
[a P =a G,jZp,q), 
[a $+ [Las =a +a Gp), (4.2.5) 
Cap F+ [as P+ 2[a аз, Tal 2k, 
在 (4.2. 5) 式 的 第 一 式 中 取 i= jAp 并 求 和 ,有 


Уга? = > а. 


i=) 


берл ШЕЛ 


KHA. 2. 5) 式 的 第 三 式 与 上 式 相 加 (注意 aw 一 0), 则 
> [at] = Sa + 24°. (4. 2. 6) 
记 С T 
DA) = Ха (对 角 元 的 平方 )， 
5(А) = > ai ( 非 对 角 元 平方 )， 
WA. 2. 6) 式 可 写 为 u 
D(A,) = D(A) + 2а. (4.2.7) 


这 说 明了 由 4 到 41, 对 角 元 的 平方 和 增加 了 2a%. 根据 前 述 线性 
代数 知识 (3), 有 
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MA [5 = | RAR" |; = А 12, 
BI А, А 的 总 元 素平 方 和 保持 不 变 , 亦 即 
D(A1) + 5(А,) = D(A) + S(A). (4. 2.8) 
(4.2.8) — (4. 2.7) 得 
5(А,) = S(A) — 2а, (4. 2. 9) 
即 由 4 到 А, 非 对 角 元 的 平方 和 必然 减少 2a%. 还 可 进一步 证 明 
san < (1-25) 50). 
一 般 地 有 


st) < (1- zn)s 


从 而 有 


Sap<[i- 50А) (A= А). 


s | 
显然 limS(A,)=0, BJ EX ЯЛЕ r fl 88 ГР, А, 趋向 于 对 
角 阵 , 雅 可 比方 法 收敛 . 

综 上 所 述 ,可 得 雅 可 比方 法 的 计算 步 又 如 下 ， 

(1) 首先 在 A 的 非 对 角 线 元 素 中 挑选 主 元 (绝对 值 最 大 者 》 
am 确定 b q; 

(2) 由 公式 (4. 2. 4) 求 得 tan20, 并 利用 tan20 与 sing,cosb 之 
间 的 关系 , 求 出 sing 及 cosh; 

(3) 由 公式 (4. 2. 3) 求 出 

арр» Ga аруу ag (j= 1,2,% jÉ psg); 

(4) ЦА ЖА, КЕ Я (1), (2), 63), Ж lap <e 时 为 止 
(рэд). 

此 时 A, 中 对 角 线 元 素 即 为 所 求 的 特征 值 ,逐次 变换 矩阵 R, 
的 乘积 

U, = ЕЕ, В, 
的 列 向 基 即 为 所 求 的 特征 向 其 ,具体 计算 时 可 令 
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ү =1, 
Un = Un Rn (m = 1,2,-",k), 
每 一 步 的 计算 公式 为 
u”, = и; cosh + ut Vsing, К 
| m «т 57 (ф=1,?,эл) 
un =— up sinb + u "cos. 
在 实际 计算 中 常常 采用 一 些 措 施 来 握 高 精度 和 节省 工作 量 . 
(1) 减少 会 入 误差 的 影响 
从 公式 中 可 知 ,具体 计算 时 只 需 用 到 іп, со»? 的 值 ,为 了 提 
高 精度 , 舍 入 误差 越 小 越 好 . 常常 利用 三 角 函 数 之 间 的 关系 ,写成 
便于 计算 的 公式 . Ç 


Y= |а„—а„|, z = 2apsgn(ap, — as), 


F tan20 = 2, 
于 是 ап > 


当 1018, соѕ20 Ж] соѕ0 取 非 负 值 ,利用 三 角 恒等式 


1 
М + хап220' 
ѕіп20 = tan2bcos20， 


2cos'0 一 1 = cos20 = 


即 得 
соѕ20 = —>—, 
х* + y 
cosg = AJ +а 十 cos20) , 
sin20 = 一 一- 一 ， 
Мх + y 
z — bin20 
а= 2соѕ60' 


(2) 节省 工作 时 间 
在 雅 可 比方 法 中 ,每 次 变换 是 把 非 对 角 元 绝对 值 最 大 者 化 为 
零 ,但 在 * 阶 矩阵 中 要 去 寻找 这 个 最 大 元 素 要 花 很 多 机 时 ,所 以 一 
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般 不 选 最 大 元 ,而 是 采用 一 种 改进 方法 一 一 雅 可 比 过 关 法 来 达到 
节省 机 时 的 目的 . 

二 、 雅 可 比 过关 法 

实用 中 雅 可 比 过 关 法 的 具体 步骤 是 : 

(1) 给 定 控 制 误差 限 e. 

(2) 计算 非 对 角 元 的 平方 和 wv。 一 22) У) ai 


D ИН = >0, ШИП a 52, 

(4) 对 4 的 非 对 角 元 а, (i 过 让 逐个 顺序 扫描 ,若菜 个 |ai |> 
ou, 则 立即 对 A 做 一 次 雅 可 比 正 交 相 似 变换 ,之 后 对 所 得 新 矩阵 继 
续 扫描 并 当 有 非 对 角 元 的 绝对 值 大 于 v 时 做 一 次 相应 的 雅 可 比 
正 交 相 似 变换 . 如 此 多 次 扫描 和 变换 ,直到 每 个 非 对 角 元 1a |< 
2. 

(5) # wse, 则 计算 结束 ,特征 值 及 相应 的 特征 向 量 已 得 到 ， 
停机 ;否则 转向 (6)， 

(6) ЯЛАН, EATER v ,重复 (4) 一 (5)， 

雅 可 比 算法 稳定 ,精度 高 , 求 得 的 特征 向 量 正 交 性 好 ,缺点 是 
当 A 为 稀 政 短 阵 时 , 雅 可 比 变换 将 破坏 其 稀疏 性 . 

例 1 用 雅 可 比方 法 求 对 称 矩阵 


Жл: 0 
А = |—1 2.25] 
О 2 


的 特征 值 及 特征 向 量 . 
解 记 4,=4 并 在 4 的 非 对 角 元 中 选 主 元 为 as= 一 1, 由 于 
al 一 a2 一 2, 故 可 取 0= ха ,从 而 sin9—— M2 ,cos0— M2. 


是 依 公 式 (4. 2. 3) 计 算 可 得 
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3 0 0.7071 
А, = | 0 1 — 0. т) 
0.707] — 0. 7071 2 
同 理 计 算 以 后 各 步 ,具体 计算 结果 见 表 4-3. 则 从 表 中 可 得 
А, а= a) = 3. 4135, 
À, ~ a) = 0.5859, 
ha = 2.004, 
0.5000 0.5000 0.7071 
U ~ R,R:R,R,R; = |- 0.7071 0.7071 0 | 
0.5000 0.5000 — 0. 7071 
即 
u, = (0. 5000, — 0. 7071,0. 5000)", 
и, = (0. 5000,0. 7071,0. 5000)", 
из = (0. 7071,0, — 0. 7071)" 
УРН Ar Ас Аз 所 对 应 的 特征 向 其 . 
矩阵 4 的 精确 特征 值 为 
À =2--/ 2 23.4142, %=2—^/ 20.5858. д2. 
限于 篇 幅 , 求 实 对 称 矩阵 特征 值 的 二 分 法 及 求 一 般 矩 阵 全 部 
特征 值 和 特征 向 基 的 QR 方法 在 此 不 作 介绍 ,对 计算 矩阵 特征 值 
问题 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 书籍 . 


本 章 小 结 


本 章 介绍 了 求 矩 阵 特 征 值 和 特征 向 其 的 常用 方法 . 

和 宪法 是 求 和 矩阵 主 特征 值 及 其 对 应 特征 向 基 的 一 种 有 效 方法 ， 
特别 是 当 和 矩阵 为 大 型 稀疏 ( 即 甜 阵 元 素 中 零 元 素 较 多 ) 时 ,更 显 有 
Ж. 餐 法 的 优点 是 算法 简单 ,但 当 |h/A| 守 1 时 收敛 速度 很 慢 , 必 
须 用 加 速 方法 (如 原点 平移 法 ) 改 进 收敛 速度 . 而 反 震 法 则 是 已 知 
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特征 值 近似 值 时 , 求 对 应 特征 向 量 和 更 准确 特征 值 的 有 效 方 法 ,但 
每 送 代 一 次 ,需要 解 一 个 线性 方程 组 ,计算 其 较 大 ,为 了 减少 计算 
其 ,矩阵 的 LU 分 解 在 这 里 非常 有 用 . 

雅 可 比方 法 是 通过 一 系列 正 交 相似 变换 ( 即 平面 旋转 矩阵 ) 把 
МЕШ: A 化 为 对 角 阵 (近似 ) ,从 而 求 出 4 的 全 部 特征 值 和 特征 
向 二 近似值 的 有 效 方法 , 雅 可 比方 法 能 使 求 得 的 特征 向 基 保 持 良 
好 的 正 交 性 .对 于 中 小 型 实 对 称 矩 阵 ,用 雅 可 比方 法 求全 部 特征 值 
及 特征 向 量 是 有 效 的 ,但 如 果 矩 阵 具 有 稀疏 性 ,经 过 一 次 变换 后 ， 
稀 朴 性 会 被 破坏 ,所 以 此 时 雅 可 比方 法 的 计算 量 也 很 大 . 

本 章 介绍 的 几 种 方法 ,在 算法 上 都 比较 成 热 ,精度 和 收敛 性 也 
都 可 以 保证 ,但 在 实际 计算 中 ,选择 何 种 方法 较 好 ,还 需 认 真 考 虑 . 


算法 与 程序 设计 实例 


求 矩 阵 的 主 特征 值 及 特征 向 二 的 宪法. 
算法 概要 
宪法 是 求 矩 阵 主 特征 值 的 一 种 迭代 方法 . 设 A4E К п 
线性 无 关 的 特征 向 其 Xi,X,,…,X,, 而 相应 的 特征 值 满 足 || > 
|| 三 … 宇 | 为 |, 则 对 任意 非 零 初始 向 基 Vo=UVo 冯 0, 按 下 列 公式 
构造 向 基 序 列 ， 
У = 0, = 0, 
V, = АШ, 1, = 0,1,2,--, 
U, = М,/тах(у,), 
其 中 max (VORR V, 中 模 最 大 的 分 量 并 有 


р - 
im U= ma iama Vo = 


用 宪法 计算 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 时 ,可 用 Rayleigh 商 作 加 
速 . 设 U, 的 Rayleigh RX R, , W 
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R= MULUD _ VU _ AU, AU) 
H Фф (Ur Ua) (AU, A'U.) 


Daa La 
£= a +0[| 2) |: 
Уа \ À 
j=1 Se 
№ kookt, R, ЖН тах (VO W IR b 85 А. 


实例 
求 矩 阵 的 主 特征 值 及 特征 向 量 ， 


区 0 
а) É 2 ~| | 主 特征 值 为 2 十 3 ;相应 的 特征 
==1 2. 


А 1 1 |" 

аа (7) |. 
程序 和 输出 结果 

#include (stdio. hò 

#include (conio. h) 

#include (math. h) 

#define N 3 

# define EPS 1е-6 

# define KM 30 


float PowerMethod (float * A) 

{ 
float MaxValue (float * , int); 
float ULN], VIN], r2, rl; 
float temp; 
int i,j,k=0; 
forG=0;i<N;i++) U[i]=1; 
while(k<KM) 
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) 


k 十 十 ; 
for(i 二 0;i<N;i 十 十 ) 
{ 
temp=0; 
forG=0;j<N;j++) temp+= * (A+i * №) *U[;]; 
V[i]=temp; 
) 
for(i=0ii<N;i 十 十 ) U[i]= VV[i]/MaxValue(V ,N); 
if(k==1) rl=MaxValue(V ,N); 
r2=Max Value(V,N); 
if(fabs(r2—r1)<EPS) break; 
rl=r2; 


printf(\nr= %{”,г2); 
Ífor(i=0;i<N;i+ +) printf(\nx[ Ма]= ⁄4f,i+1,U[iJ); 


) 


float MaxValue (Поа: x x, int n) 


{ 


) 


float Мах=х[0]; 
int i; 
for =1;i<n;i ++) 
if (fabs (x[i ]) >fabs (Max) ) Max =x[i]; 
return Max; 


void main () 


{ 


float A[NJLIN]J=((2,—1,0),1—1,2,—1),(0,—1,2)) 
PowerMethod(A[0]); 


; 
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getch(); 
) 


输出 结果 如 下 : 
r=3.414214 
z[1]= —0. 707107 
2[2]= 1. 000000 
2[3]= — 0. 707107 


4—1 1 
02) жар. 3 —2 
1. 220 3. 


〈 主 特征 值 为 6; 相应 的 特征 向 量 为 (1, 一 1,1)7)， 
输出 结果 如 下 : 

r=6. 000000 

z[1]= 1.000000 

z[2]= — 1. 000000 

z[3]= 1. 000000 


思 考题 


1. PARRA? 用 宪法 可 求 矩 阵 哪 些 特征 值 及 特征 向 黄 ? 写 出 
迭代 格式 . 

2. 和 客 法 收敛 速度 取决 于 什么 ?怎样 加 速 收 敛 ? 

3. 反 窒 法 的 思想 是 什么 ? 可 用 它 求 哪些 特征 值 ? 步 又 如 何 ? 

4. 雅 可 比方 法 可 用 于 何 处 ? 其 基本 思想 是 什么 ? 

5. 旋转 矩阵 的 参数 p,q,0 怎样 确定 ? 目的 何在 ? 矩阵 旋转 相 
似 变换 有 何 特点 ? 

6. 何谓 雅 可 比 过 关 法 ? 优点 何在 ? 
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习题 四 


1. 用 乘 宕 法 求 下 列 矩 阵 的 主 特征 值 À, 及 相应 的 特征 向 量 , 要 
求 丸 的 近似 值 A 满足 | 一 |<, 


2 3 2 
(1) А= |10 3 4|,е=107}; 


3 6 1 


т 3 一 
(2) А= | 3 4—11, є=107*, 
-2 —1 3 


2. 设 
—12 3 3 
.-| s 1.1 -| 
3 —2 7 


ЛЕ ГЕК О p=4. 0R A 的 主 特征 值 及 相应 的 特征 向 
量 , 要 求 ГА д |0", 
3. 用 反 短 法 求 矩 阵 
ый: С 3 3 
A= | 3 1-2 
3-2 7 
的 与 p= 一 13 最 接近 的 那个 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 , 要 求 运算 
过 程 小 数 点 后 至 少 保 留 5 位 ,特征 值 的 送 代 误差 不 超过 10 
4. 用 雅 可 比方 法 求 矩阵 


23 =] 0 
А = |— 1 2 = 1 
0-1 2 


的 全 部 特征 值 和 对 应 的 一 组 特征 向 量 , 要 求 运算 过 程 至 少 保留 4 


位 小 数 , 迁 代 到 | 27 сане | тооз. 
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5. 设 方 阵 4 的 特征 值 是 实数 , 且 满 足 
A>A2 24 al> 1. 
IRA 而 作 原点 平移 , 试 证 : 当 平移 量 5 一 过 (2 十 2) 时 ,等 法 收 


ай. 
6. UEA 为 实 对 称 矩 阵 ，(4} 是 按 古典 雅 可 比方 法 计算 时 产 
生 的 矩阵 序列 ，SCAD= У) aP AEN: 
јл 


©) 


зс, < (1 


== 
~ nanl) SAD. 
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第 五 章 插 А 法 


在 科学 研究 与 工程 技术 中 ,常会 遇 到 函数 表达 式 过 于 复杂 而 
不 便于 计算 , 且 又 需要 计算 众多 点 处 的 函数 值 ;或 只 已 知 由 实验 或 
测量 得 到 的 某 一 函数 у= РС) ЕК a b] PERH ntl 个 ло, 
Z oz, 处 的 值 yy 需要 构造 一 个 简单 函数 已 (z) 作 为 
函数 y= 二 f(x) 的 近似 表达 式 

y= f(x) ~ Р(х), 
使 得 
Р(х) = (20) = y (i=0,1,,n). 

这 类 问题 称 为 插值 问题 ,P(x) 即 称 插值 函数 . 由 于 代数 多 项 式 是 
最 简单 而 又 便于 计算 的 函数 ,所 以 经 常 采用 多 项 式 作为 插值 函数 . 
当然 ,也 可 采用 三 角 多 项 式 或 有 理 分 式 等 作为 插值 函数 . 若 插值 函 
数 类 {P(z)} 是 代数 多 项 式 , 则 相应 的 插值 问题 称 为 代数 插值 . 若 
{P(x)}) 是 三 角 多 项 式 , 则 相应 的 插值 问题 称 为 三 角 插 值 . 本 章 只 
讨论 代数 插值 问题 . 对 于 别 的 插值 问题 ,读者 可 参阅 有 关 理 科 的 计 
算 方法 书籍 . 

插值 法 是 一 种 古老 而 实用 的 数值 方法 , 它 来 自生 产 实践 . 早 在 
一 千 多 年 前 ,我 国 科学 家 在 研究 历法 中 就 应 用 了 线性 插值 与 二 次 
插值 ,但 它 的 基本 理论 和 结果 却 是 在 微 积分 产生 以 后 才 逐 步 完 善 ， 
其 应 用 也 日 益 广泛 . 时 至 今日 , 随 着 电子 计算 机 的 普及 ,插值 法 的 
应 用 范围 已 涉及 到 了 生产 、 科 研 的 各 个 领域 . 特别 是 由 于 航空 、 造 
船 、 精 密 机 械 加 工 等 实际 问题 的 需要 ,更 使 得 插值 法 在 实践 与 理论 
上 显得 尤为 重要 并 得 到 了 进一步 发 展 ,尤其 是 近 几 十 年 发 展 起 来 
的 样 条 (Spline) 插 值 , 更 获得 了 广泛 的 应 用 . 
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$1 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 值 


一 、 代 数 插值 问题 


先 给 出 代数 插值 的 定义 . 

设 y=f(z) 在 区 间 [a,6] 上 有 定义 , 且 在 [a,b]J 上 的 十 1 个 不 
同 点 ax <zi <+ <z,=b 的 函数 值 为 yoyi ,y,, 若 存在 一 个 
代数 多 项 式 


P,(z) = а, + ах + ал? + += + a,z", (5.1.1) 
其 中 а 为 实数 ,使 得 
Pelz) = у (G= 0,1,2,*,n) (5.1.2) 


成 立 , 则 称 P,(z) 为 函数 y=J(z) 的 插值 多 项 式 ,点 zoyzi…yzn 
称 为 插值 节点 ,包含 插值 节点 的 区 间 [a,6] 称 为 插值 区 间 , 关 系 式 
(5.1. 2) 称 为 插值 条 件 . 求 插 值 多 项 式 P,(z) 的 问题 (方法 ) 称 为 代 
数 插值 问题 (方法 ). 

代数 插值 的 几何 意义 ,就 是 通过 十 1 个 点 (zi,yi) G= 0,1, 
2,…,n) 做 一 条 代数 曲线 y=P,(z), 使 其 近似 于 曲线 у= 0х), 
图 5-1 BUR. 


ху 


图 5-1 
显然 ,在 [a,5]J 上 用 P,(z) 近 似 f(z), 除 了 在 插值 节点 zi 处 
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Р(х) = Га). z 处 都 有 误差 . 

5 R,G)= f(z) —P,(z), M R,(x) 称 为 插值 多 项 式 的 余 项 ， 
它 表示 用 P,(x) 去 近似 f(x) 的 截断 误差 . 一 般 地 ， max |К, (=) | 
越 小 ,其 近似 程序 越 好 . 


二 、 插值 多 项 式 的 存在 与 惟一 性 


定理 1 在 n 十 1 个 互 异 节点 xz; 上 满足 插值 条 件 
Px) = y, G = 0,1,2,-*,n) 
的 次 数 不 高 于 次 的 插值 多 项 式 P,(z) 存 在 且 惟一 ， 
证 明 若 (5.1.1) 式 的 wn 十 1 个 系数 可 以 被 惟一 确定 , 则 该 多 
项 式 也 就 存在 且 惟 一 . 
根据 插值 条 件 (5.1, 2),(5, 1. 1) 式 中 的 系数 asa) i" a, 应 满 
足以 下 n+1 阶 线性 方程 组 


2 л 
а + ахо + azto 十 … ах = Yos 


2 
ao + ах + azzi + ** + аал = у» 


(5.1.3) 


ao + ах, + аш? + = + ал" = у,» 

HPR asasan 的 系数 行列 式 为 范 德 蒙 (Vandermonde) 

行列 式 

l To x * олу 

yalt Ani КОЕ: 
Н Н H : n>i>j>0 


л 


1 ж, аё = д" 

由 于 节点 互 异 , 即 cAr GAJ), HAVA. H së 3 ДН 
知 方程 组 (5. 1. 3) 存 在 惟一 的 一 组 解 ao,al,… ,a,, 即 插值 多 项 式 
(5. 1.1) 存 在 且 惟一 . 


=. 线性 插值 


线性 插值 是 多 项 式 插值 的 最 简单 情形 . 
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设 函 数 y=f(z) 在 区 间 [zo,xi] 两 端点 的 值 为 y, = Се), 
1 三 f(z1) ,要求 用 线性 函数 у= L,(z)=az+b 近似 代替 а) іа 
当选 择 参数 a,b, 使 


Di(zo) = f(z), Lin) = f), 6.1.5) 
则 称 线性 函数 Li(z) 为 /(z) 的 线性 插值 函数 . 
р 线性 插值 的 几何 意义 是 利用 通过 


y=L0 WA Ao SEDA Ba, f aD E 
YW 线 去 近似 代替 曲线 y==f(z), 如 图 5-2 
BUR, 

由 直线 方程 的 两 点 式 可 求 得 L(x) 
的 表达 式 为 


x — z: £ — z. 
L) = Lya + у, 


M 1 


r Sa 21 21 — wo 
ш &? 6.1.6) 
这 就 是 所 求 的 线性 插值 函数 . 
设 
162) жш, hG)= Z =, 


ДЇ lo(z),Cz) 均 为 z 的 一 次 函数 , 且 不 难看 出 它们 具有 下 列 性 
Ж: 

LoCro) = 1, [|l Ge) = 0, 

lx) = 0, (Аба) = 1 


或 统一 写 为 
1, Himki, 
na = (y щі ви, 
А 有 这 种 性 质 的 函数 lo(x),L1(z) 称 为 线性 插值 基 函 数 . 于 是 
(5.1.6) т 
Li (z) = уо (z) + yu (z). 
上 式 说 明 , 任 何 一 个 满足 插值 条 件 (5. 1.5) 式 的 线性 插值 函数 都 可 
140 


G,k = 0,1) 


由 线性 插值 基 函 数 olr) ,L(x) 的 一 个 线性 组 合 来 表示 . 

下 面 继续 讨论 在 Lzo,zi] 上 用 函数 y= L DEA у= f C) Fir 
产生 的 截断 误差 R С) = f(z)— Li (z). 

定理 2 О) Е [лоо Ж, f"(z)f#E(zo zi) NIE, 
Zi(Cz) 是 满足 插值 条 件 (5. 1.5) 的 插值 多 项 式 , 则 对 任何 > € 
[Lxo,z1j, 插 值 余 项 (截断 误差 ) 为 


RG) = fe) — LG) = HO sn) — z), 


(5.1.7) 
其 中 EE (2,2), HRF хо. 


证 明 当 x=zo 或 x=xi 时 ,由 (5.1.5) 式 知 (5.1.7) 式 成 立 ; 


当 z 天 zo 且 z 关 zi 时 ,把 xz 看 成 [zo,z1J 上 的 一 个 固定 点 , 作 辅 助 
函数 


фа) = Ја) — 140) 
容易 证 明 


f) — Li) 


(ж =a i 


(£ = pG — ху), 


ф(х) = pKr) = pa) = 0, 
В Фс) [ол ЕЖ = 4 д. H 32 К RUO E FË I, g (2 在 
(xzoyzi) 内 至 少 有 两 个 零点 . 对 (4) 再 应 用 罗 尔 定理 , 则 pE 
(zo,X1) 内 至 少 有 一 个 零点 , 记 为 ,使 得 


PO = у" -a 00) „6, 


(zz 一 To)(z 一 2) 


由 此 得 
R,(z)= f(z) — Li(z) 


= FO —z)(z —z), Š € (хо). 


应 当 指 出 , 若 f(x) 的 解析 表达 式 不 知道 ,或 者 f"(z) 在 
(xzoyzD 内 不 存在 ,就 不 能 用 这 个 余 项 表达 式 去 估计 插值 的 截断 误 
差 .即使 f(x) 存在 ,但 由 于 在 (xo,z) 内 的 具体 位 置 一 般 是 不 知 
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道 的 ,这 时 若 能 求 出 max |f") 1=AM, 则 其 截断 误差 限 是 
M. 
IRI < 2116 — zo) (z — д) |. 


四 、 抛 物 线 插值 


设 已 知 y=J(z) 在 三 个 不 同 点 torse: 上 的 值 分 别 为 yos 
yyz, 要 求 作 一 个 二 次 插值 多 项 式 L) ,使 它 满足 插值 条 件 
1.02) = y; G = 0,1,2). (5.1.8) 
由 于 通过 不 同 在 一 直线 上 的 三 点 4(ro,f(zo)),B(CzF(zi))， 
C(xz,f(z2)) 可 以 作 一 条 抛物 线 , 故 称 二 次 插值 多 项 式 Ls(z) 为 
f(x) 的 抛物 线 插值 函数 ,如 图 5-3 所 示 ， 


у! 


y=) 
ep 
| 
А | 
1 B | 
1 ! 
Ку s аа 
l ' 1 
1 1 1 
O| x 5+ "i * 
图 5-3 


下 面 采 用 类 他 线性 择 值 基 函 数 的 求法 去 求 La). 
设 二 次 插值 多 项 式 为 
L,(z) = yolo(z) + умА(х) + у(х), zo < z< xx 


(5.1.9) 
其 中 以 (x) (4=0,1,2) 都 是 二 次 多 项 式 , 且 满 足 
l, 34: = АВ, 
L. (zi) = i,k = 0,1, Pil 
КЄ) 0, ші kW. G 0,1,2) (5. 1.10) 


显然 ,Ls(z) 满 足 插值 条 件 (5. 1. 8) 式 ,余下 的 问题 是 如 何 求 
L, (z). Сх) 0), H (5.1. 1028 ЖП, lol) 102) = 0, В zi， 
ж 是 joCz) 的 两 个 零点 , 故 可 设 
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lr) = k(x д) (х х), 
其 中 为 待定 常数 .由 lo(zx。o)==1, 得 


#(х, 一 zi) (wo — zx) = 1, 


所 以 k= 1 


(zo — x1) (zo — до)" 


š (z — ж) (= — х) 
. TX) (rT) 
于 是 м) (хе — д) zo — хт;)' 
同 理 可 得 
(z — x)(x — х) (z — х) (z — д) 
һе) = (zl = х0) (ay — zs)” з= (z, — zo) (2z — х), 


RAG. 1.9) 式 得 


1,02) (z — т) (х — zy) 


; Cr. = 2) Gr — gy) 
V (z, — z) Ga — zo) 


' ”! (z, — zo) (zi 一 хз) 


5.1.11) 
其 中 y= f(r) G = 0,1,2). 
H (5.1. 11) 式 所 表示 的 函数 又 称 为 A(z) 的 二 次 拉 格 朗 日 插值 多 
项 式 . 
WMR ”Cz) 在 [zo,z2] 上 连续 ，fY(z) 在 (zo,x2) 内 存在 , 则 类 
似 于 定理 2 的 证 明 , 用 Lz(z) 去 近似 f(x) 的 截断 误差 为 


ба) = Ра) Lats) = 0 а d= а) р), 


3! 
HP EE (ror), HREF zo. 
# max | 7"(z)1=M02, 则 截断 误差 限 为 


|R,(z)| <ie — х) (х д) (к о) |. 


五 、 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


下 面 进一步 研究 次 插值 多 项 式 的 问题 . 
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RAR у= Р) n+1 个 节点 
zo < >, < == < z, 
处 的 函数 值 为 =f (ж) (%==0,1,2,…,n), 现 要 作 一 个 次 插值 
多 项 式 L,(z) ,并 使 L,(z) 在 节点 xz; 处 满足 
Lalai) = у, (#=0,1,2,+›л). (5.1.12) 
我 们 仍 用 构造 ОЗА ЖЕЕ ЖОЛ ЖЖ La). 所 谓 n 次 
插值 基 函 数 alr) (4=0,1,2,…,n) ,就 是 在 nn 十 1 个 节点 z<, 
<<=, 上 满足 条 件 
1, 34í= АВ, 


L) = 
БЕ 0, i в 


G,k = 0,1,2," п) 


(5.1. 13) 
的 nn 次 多 项 式 、 
用 前 面 二 次 插值 的 类 似 推 导 方法 ,不 难 推 得 


ПЕ (х= xo) (х x) (хла) (хел) (z—=z,) 
Е (ало) Саа д) Оаа) тавр) Оа) 


(k=0,1,2,.",n)., (5.1.14) 
显然 , Li(z) 满 足 插值 条 件 (5. 1. 12) 式 ,从 而 
L,G) = > yda). (5.1.15) 
k=0 


以 上 插值 多 项 式 就 称 为 ”次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 当 ”一 1 和 ”一 
2 R, Li(z) 和 L(xz) 分 别称 为 线性 插值 多 项 式 和 二 次 插值 多 项 
式 . 
车 引入 记号 
о lT) = (z — L) le р) — B10) 


MJ 
а,б) = (m, — хо) (Er — TD) (z, — Lra) (Er — Lepi) 
ere (Tk = r A 
于 是 (5. 1.15) 式 可 改写 为 
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La) = Ум; — D — (5.1.17) 


k=0 Cars Lawy E) 
注意 , n 次 插值 多 项 式 L,(zx) 通 常 是 次 数 为 n 的 多 项 式 , 特 殊 
情况 下 次 数 可 能 小 于 л. АЈА, Е а (хо, уо), (алу) озу) 
的 二 次 插值 多 项 式 L(x) ,如 果 三 点 共 线 , 则 y=Lz(x) 就 是 一 直 
线 ,而 不 是 抛物 线 , 这 时 L(x) 是 一 次 多 项 式 . 
为 了 在 计算 机 上 计算 Z,Cz) 的 值 , 通 常 采用 如 下 紧凑 表达 式 


Zu(z) = AE (5.1.18) 


编排 程序 时 为 二 重 循环 ， 先 国定 训令 令 i 从 0 到 nn (РЕЗЕ, 
Xt k Ж, BIET RIG L,CO ERA z ИН. 

E Р Сс) Е Гоа, EEE, SO (x) 在 (zo,z,) 内 存在 ， 
Zo<zZIK…<zm 是 2 十 1] 个 节点 , 则 用 2, ORAMA SOT E 
的 截断 误差 为 


R,G)=fG)— L, (x)= 


ЖР ёЄ (zo, z,) HRF z. 

必须 指出 ,通过 十 1 个 互 异 节 点 Lostista 且 满 足 插 
ERG. 1. 12) 式 的 插值 多 项 式 是 惟一 的 . 事实 上 , 若 还 有 一 个 插 
值 多 项 式 P,(z), 则 工 ,(x) 一 P,(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 的 多 项 
式 , 且 在 节点 z 处 的 值 为 零 , 就 是 说 Z,(z) 一 PCz) 有 ?十 1 3 
点 Loris Za)" szn. 但 次 数 不 超 过 的 多 项 式 的 零点 个 数 不 能 超 
过 nn, 故 只 有 一 个 可 能 , 即 L,(x) 一 P,(x) 夺 0, 所 以 L,(z) 三 P(x). 

例 1 Еже 在 x=1,2,3 点 的 值 由 下 表 给 出 , 试 分 别 用 线 
性 插值 与 二 次 插值 计算 e "的 近似 值 ,并 进行 误差 估计 . 


g рү, 
ET Eaua), (5.1.19) 


z 1 2 3 


е 0. 367879441 0. 135335283 0. 049787068 
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解 取 zo=2,zi 一 3,z 一 2.1 代 入 一 次 插值 公式 (5. 1. 6) ,得 


һ@.1›= ®4—= 3 


X 0. 135335283 
21-2 
== 

= 0. 12678046. 


取 z =l,zi=2,z.=3,z=2.1 代入 二 次 插值 公式 (5.1.11)， 
得 


十 


X 0.049787068 


_ (2.1— 2)(2.1— 3) 
L2 D= oe 3 X O 367879441 


(2.1 一 1)(2.1 一 3) 
o itz) X 0.135335283 


2.1 — 1)(2.1— 2) 
+ a X 0. 049787068 


= 0. 120165644. 
H (5.1. а Шш кыы, 有 


IR,(2. 01< 5% O 1 一 2)(2.1 一 3)| л= 0. 00609009, 


IR,(2. D< IQ. 1 一 1)(2.1 一 2)(2.1 一 3)| 


=~ 0. 00607001. 
从 计算 结果 和 误差 估计 均 可 看 出 ,与 精确 值 e ”一 0. 122456428 
ER, LO DE L1(2.1) 近 似 程度 要 好 一 些 ， 


§ 2 分 段 低 次 插值 


前 面 我 们 根据 区 间 [a,6] 上 给 出 的 节点 可 以 得 到 函数 f(z) 的 
插值 多 项 式 ,但 并 非 插值 多 项 式 的 次 数 越 高 , 关 近 函数 (x) 的 精 
度 就 越 好 . 其 主要 原因 是 ,由 于 高 次 插值 多 项 式 往往 有 数值 不 稳定 
的 缺点 , 即 对 任意 的 插值 节点 , 当 mn 一 oo 时 ,插值 多 项 式 P,(x) 不 
一 定 收 敛 到 f(x). 对 此 ,本 世纪 初 龙 格 (Runge) 就 给 出 了 下 述 等 
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距 节点 插值 多 项 式 L(x) 不 收敛 到 f(x) 的 例子 . 
给 定 函数 (x) 一 了 吉 , 它 在 [一 5,5] 上 的 各 阶 导数 均 存在 ， 
但 在 [一 5,5] 上 取 十 1 个 等 距 节 点 z= 一 5 十 10 i G=0,1,2, 


ee sn) TR š BJ hu Rë ВЯ Н 38 8 £ mi =Ç 
T Gy. = Ул $ CASIER) 


1+2 (z awy (zi) 

当 nof, RHE |= | <3. 63 内 收敛 ,而 在 这 区 间 外 是 发 散 的 . 图 
5-4 ЩТ n=10 R}, y= Lu (r) Жою = l att UE. АШ 5-4 
可 见 , 在 z= 士 5 附近 ，PioCz) 与 fe) ВВА, ПШ 2004.8) = 
1. 80438, f (4. 8) = 0. 4160. 这 种 高 次 插值 不 准确 的 现象 称 为 龙 格 


H 

A L A 
1 Ni 
| 15 11 
K. Е: 
і 1 1 
| ‚| 
| 1.0 т 
Te 9. 
IE 

т | 
Е! ку 
+ 6 ка 
Т 1 1 
Ut 11 
К! mi 
1 1 
ta ЖӨ i 
Ii Li 
1 oA м1 
-5 17 0 v s ах 

Ne k 
图 5-4 


为 了 避免 高 次 插值 的 上 述 缺 点 ,我 们 常常 采用 分 段 插值 的 方 

法 ,即将 插值 区 间 分 为 若干 个 小 区 间 ,在 每 个 小 区 间 上 运用 前 面 介 

绍 的 插值 方法 构造 低 次 插值 多 项 式 ,以 达到 适当 缩小 插值 区 间 长 

度 ,同样 可 以 提高 插值 精度 的 目的 . 事实 上 , 若 在 上 例 中 将 Ра) = 
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1/ (1 十 x ) 在 节点 x=0, 土 1, 士 2, 十 3, 士 4, 士 5 处 用 折线 连 起 来 ， 
并 在 每 个 小 区 间 上 应 用 线性 插值 计算 所 得 的 近似 值 显然 比 f Ca) 
ЖОНЕ f(x), 这 正 是 分 段 低 次 插值 的 优越 所 在 . 

分 段 低 次 插值 的 优点 是 公式 简单 ,计算 量 小 , 且 有 较 好 的 收敛 
性 和 稳定 性 ,并 且 可 避免 计算 机 上 作 高 次 乘 寡 时 常 遇 到 的 上 溢 和 
下 洲 的 困难 . 


一 、 分 段 线性 插值 


从 几何 意义 上 看 ,分 段 线性 插值 就 是 用 折线 近似 代替 曲线 
y=f(x). 

设 在 区 间 [a,6] 上 取 n 十 1 个 点 

a = x, < zx, < L 2,1 < х, =b, (5. 2.1) 
函数 f(z) 在 上 述 节点 处 的 函数 值 为 
y = f(x) (=0,1,2,.,n), 
于 是 得 到 ”十 1 个 点 
(moyo), (21391) wy， Tn у). 

连接 相 邻 两 点 (zy 和 (zi+tyy+D (i 二 0,1,2,…,n), 得 一 折线 函 
数 gK) HE: 

(1) ф(х) [а,в] Б, 

(2) Pz) = у G=0,1,2,",n); 

(3) glz) 在 每 个 小 区 间 [xi,xit1J 上 是 线性 函数 ， 
则 称 折线 函数 wz) 为 分 段 线性 插值 函数 . 

由 分 段 线 性 插值 函数 的 定义 知 ,， p(x) 在 每 个 小 区 间 [zi,zi+1] 
上 可 表 为 


_ Z Tit £ — х; 
= x 一 ы?! Р Tiy 一 + 
z< x< =+ (=0,1,2,+е,п — 1). 
Фо) ЛВ, ЖИ ЖА ЖЛ, АША ;一 0,1,2,…， 
п,% 
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x ti 


ха <<x<=r (= 0094), 


т,— ху” 
100 = с дуа <= Ч=п Ж), 
0, 其 他 . 
显然 , Li(z) 是 分 段 的 线性 连续 函数 , 且 满 足 
it йе i=k, 
0 
于 是 
Hr) = Dilr), a < z< b. (5.2.2) 
二 、 分 段 抛物 线 插 值 


分 段 抛物 线 插值 是 把 区 间 [a,6] 分 成 若干 个 子 区 间 , 在 每 个 子 
区 间 
[zi ^+] G = 1,2,+*,п — 1) 
上 用 抛物 线 去 近似 曲线 у= РС). 若 记 子 区 间 [z -zi+r] 上 的 分 
段 二 次 插值 多 项 式 为 CCz), 则 由 上 节 (5.1.11) 式 可 知 ，ZLz(Cz) 可 
表 为 
ш) = = ы-у, 


T — Ti-1) T — Titi 
+ = 一 тыз. 一 ашу 
G~ gair 2) 
Cr даа) ar 0)" 
今 将 p(x) 定义 为 按 式 (5. 2. 3) 2y BERR КЖ ЇН] Ca , bJ. H ВЖ, WI 
称 p(x) 为 f(x) 在 区 间 [a,6J 上 的 分 段 二 次 插值 函数 , 它 有 下 列 性 
Ж: 


(5.2.3) 


(1) glz) 在 区 间 [a,5] 上 是 连续 函数 ; 
(2) ф(х) = у; (@==0,1,2,+е,я); 
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(3) 在 每 个 子 区 间 [zi,zi+1]J 上 , p(x) 是 次 数 不 超 过 二 次 的 多 
项 式 . 
应 用 低 次 插值 的 关键 是 恰当 地 选择 插值 点 ,而 选择 插值 节点 
的 原则 是 应 尽 可 能 地 在 插值 点 的 邻近 选取 插值 节点 . 例如 ,假设 插 
值 点 z 位 于 点 ль золь 之 间 , 这 时 为 了 确定 另 一 个 插值 节点 ,需要 
进一步 判定 x 究竟 偏向 区 间 (zi_) ,zi) 的 哪 一 边 . 当 z 靠近 x1， 
а= 1 1 дь И, WER xz-; 为 第 三 个 插值 节点 ,这 时 令 
(5. 2. DAP FER i =k Z, r WE хь Bl earal > 
|2,18, WR z, 为 第 三 个 插值 节点 ,这 时 令 (5. 2.3) 式 中 的 下 
=: 4 靠近 开始 点 , 即 <a 时 ,自然 取 zo,zivzs 为 插值 节 
点 ,这 时 令 公 式 (5. 2.3) 中 的 下 标 i=1; 当 xz 靠近 终点 , 即 x 之 x, 
时 , 则 取 i=n 一 1. 根 据 以 上 讨论 , i 的 取 法 可 归结 为 
1, щг< 2, 
k=l, що «а < хь Н |z | < |z |, 
= 2,3, n — 1, 
k, 4 ta La < at |z — tial > |z |, 
k= 2,3, e,n — 1, 
п—1, 3 r> zx, 


53 差 商 与 牛顿 插值 多 项 式 


拉 格 朗 日 揪 值 多 项 式 具有 含义 直观 ,形式 对 称 , 结 构 紧 凑 , 便 
于 记忆 和 编程 计算 等 特点 . 但 这 种 插值 多 项 式 , 当 精 度 不 高 而 需要 
增加 插值 节点 时 ,插值 多 项 式 就 得 重新 构造 ,整个 公式 改变 后 以 前 
的 计算 结果 就 不 能 在 新 的 公式 里 发 挥 作用 ,计算 工作 也 就 必须 全 
部 从 头 做 起 . 为 了 克服 这 一 缺点 ,本 节 将 介绍 另 一 种 形式 的 插值 多 
项 式 一 一 牛顿 插值 多 项 式 . 它 的 使 用 比较 灵活 , 当 增 加 插值 节点 
时 ,只 要 在 原来 的 基础 上 增加 部 分 计算 工作 量 而 使 原来 的 计算 结 
果 仍 可 得 到 利用 ,这 样 就 节约 了 计算 时 间 , 为 实际 计算 带 来 了 许多 
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方便 . 此 外 , 它 还 可 用 于 被 插值 函数 由 表格 形式 给 出 时 的 余 项 估 
计 . 在 讨论 牛顿 插值 多 项 式 之 前 , 先 介绍 差 商 的 概念 及 性 质 . 


一 、 差 商 的 定义 及 性 质 


定义 1 已 知 函数 SDE n+ 1 个 互 异 节点 z< i < r I<: 
<=, 处 的 函数 值 分 别 为 Сао) ,7Cz) , f (z,) FE 


fgn a as Jaa) — f(z) 


Ti+ T Ti 
为 f(x) 关于 节点 zizi+i 的 一 阶 差 商 . 称 
FLzzriyzt 人 一 ДЇ лг+,®+;] тезе ШЕЖЕ 


Vi+2 T Ti 


为 f(x) 关于 节点 titie t ZRNE. 一 般 地 , 称 


Дх, з эл] 


s ПЕ дурро tt EIEN = fl zo zi) моха] 


Tite T Ti 


(5.3.1) 
为 f(z) 关 于 节点 жул, stit] k ЙҮ. 4 k=0 时 称 f (z) 
为 (x) 关于 节点 х 的 零 阶 差 商 , 记 为 fe]. 


因为 а) lim, сш fr) 故 


ЖЛ 
f'a) = im fleti], 
即 差 商 是 微 商 的 离散 形式 . 

差 商 有 如 下 性 质 ， 

性 质 1 函数 f(r) 关于 节点 лоду охь W k ЭЕ 
JLzuyzizn] 可 以 表示 为 函数 值 Со) РС) ,f(zxi) 的 线性 
组 合 , 即 

A (5.3.2) 
50 Wry (z; ) 

证 明 用 数学 归纳 法 . 
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ú= 1 时 ,由 定义 
Пла) 0 T) - 
ЄЛ) 


7 
70 @+(х;) 


S) | fa) 


— x 


20 — г Xl 


X} #=1,(5. 3. DI. 
设 朋 =n 一 1 时 亦 成 立 , 即 对 n 一 1 阶 差 商 (5. 3. 2) 式 成 立 , 于 是 


有 
... ғар 
ПЕЕЛИ 5 Јар. PPTPS) 


та] 


х fap 


TT) TT Ej En) 


£ (25—20) (z =at) 


Рахо] 
ҳа fz) 
j= w, (zi) 
ч f(x)) 
1 (ауду) Сау atr) TT TT) Сун)" 
由 定义 
Лх] = —— Два 2n] 
—_ < f(x) = f(z)) 
Erm) ` € o, CE) (zo — z,) 
Z f (zo) 
(д0 ду) (хо ш) 
і fp fa) ] 
T > P, = To) wr) (rn до) 
| fx) 
(zn — zo) (z, — 21) (z, д) 
ж з fx) 
j=0 ку)" 
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ШЕ НҢ #=п 时 也 成 立 , 故 命题 成 立 ， 

由 性 质 1 可 直接 推出 以 下 性 质 . 

性 质 2 差 商 与 其 所 含 节 点 的 排列 次 序 无 关 , 即 

Лаза] = flrin, zi], 

flzozaa Te) = Данон) = Данон]. 
一 般 地 ,在 4 阶 差 商 /[ хо, лу, za 中 ,任意 调换 节点 的 次 序 , 其 
值 不 变 . 
МЗ 设 /(z) 在 包含 互 异 节 点 Torrita 的 闭 区 间 
[a b] EH п, Дл 阶 差 商 与 4 阶 导数 之 则 有 如 下 关系 


(n) 
flzxorris szt] = r, EE Gb). (5.3.3) 


关于 这 一 性 质 的 证 明 将 在 后 面 给 出 ， 
利用 差 商 的 递 推定 义 , 差 商 的 计算 可 列 差 商 表 如 表 5-1 所 示 : 


表 5-1 
=, f€) “ 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 
хо ГЄ) 
21 S) Дл] f [zorxis x] 
ПЕТЕ f[zxos zi ze za] 
= fO) E J[zi zao zs] ñ 
ЕЕ í Н 
J (Gan) Н Н 


若 要 计算 四 阶 差 商 ,增加 一 个 节点 ,再 计算 一 个 斜 行 , 如 此 下 
去 , 即 可 求 出 各 阶 差 商 的 值 ， 


二 、 牛 顿 插值 多 项 式 及 其 余 项 


根据 差 商 的 定义 ,可 以 得 出 满足 插值 条 件 
М„(х) = y, (@=0,1,2,+,п) (5.3.4) 
的 插值 多 项 式 N, (xz). 
设 ro,zi，…zrn 为 n 十 1 个 插值 节点 , z€ [a b JE rAr G= 
0,1,2,…,n), 则 由 差 商定 义 有 
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fz) = f(x0) + Дао] б хо), 
[zzo] = ха] + f[z,z a 21 ](z — лу), 
f[z,zo, zi] = flxoyris rs] + Дх, хоол] к), 


SEL, Eosti ,Ta = Гаа) 
+ f[z,zo, 902, Ка — Tn). 
将 上 组 等 式 中 第 二 式 代 入 第 一 式 得 
F= fer) + f[ro,zi JG — zo) 
+ flr, tosti] (£ — zo) (z — ху) 
= Ni(x) + R,G), 
RP Муж) = f (ж) + flox] (e> хь), ИГ ЙЕ Ni(z) 是 满足 插 
值 条 件 (5. 3. 4) 的 一 次 插值 多 项 式 . 而 
R(x) = /Йх,л,ху](х — х)(х — ху) 
为 一 次 插值 的 余 项 . 
再 将 第 三 式 代入 f(x) 二 Ni(z) 十 及 (zx) 得 
Р(х) = f(x) + f[za z, ](z — z) 
+ f[zo zi rx хо) (х) 
+ SU storti z lz до) (z — zi) (z — zx) 
= N,(z) + R,Ç%), 
式 中 
N,Ga) =f (л) + flzo zi (x хо) 
+ хо] (6 — To) (£ д), 
由 Ns(z) 的 表达 式 , №, (хо) = уо, Na) =y, 显然 成 立 , 34 >= x, 
时 ， 
N) = flr) 十 Jf[zo | 2) JC; 一 20) 
+ f[zo zi ] (а: — zo)(z; — ту) 
= /() + f[zo zi ]GG; — zo) 
+ (J[z z, ] — Део) (z; — z) 
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= f (to) + z,f[za zi] вхо] + z,f[z i, z,] 
— о] rfl sr] + ао] 
= f(x) + f[zo, zi ri — zo) + flx sx] lr: — zi) 
Ро) + f(x) 一 Cro) + fz) — fr) 
= f). 
所 以 Ns(zr) 为 满足 插值 条 件 (5. 3. 4) 的 二 次 插值 多 项 式 .而 
R,G) = fz ro zi tr] (£ — zo) (z — zi) (z ~ 22) 
为 二 次 插值 的 余 项 . 
类 似 地 ,将 各 式 逐 次 代入 前 一 公式 ,可 得 
f(x) =f(z0) + f[z zx — zo) 
+ Дедов) б — х)(х— ху) + °° 


+ flxoyris TT о) (£ р) (z — z,-1) 


+ f[z,zo o z, ](z к) x — TX — Ln)» 


(5.3.5) 


令 
N,(z) = f(zo) + flrs] (£ — zo) 
+ Д[жо,ху,л;](х — zo) (z — zi) + = 


+ аот izr] ir — по) (с ду) (z it) 


(5.3.6) 


Ё„(х) = Ра, лоз) — zo) (z — z) (z — r)» 


《5, 3, 7) 


则 (5. 3. 5) 式 可 写 为 
f(x) = N,(z) + R,(z). 
H R,G)=0 (i 二 0,1,…,n) 可 知 ，N,(x) 为 满足 插值 条 件 
(5. 3.4) 的 n 次 插值 多 项 式 , 通常 称 N,(x) 为 n 次 牛顿 插值 多 项 
式 , RR,(x) 为 牛顿 型 插值 余 项 . 
由 $1 定理 1, 满 足 插值 条 件 的 插值 多 项 式 存 在 且 惟 一 ,于 是 
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N,G) = L,(z). 
进而 当 f(z) 在 (a,5) 上 有 nn 十 1 阶 导数 时 ,有 

К„(х) = К„(х), 
即 


«+ 
ба). (5.3. 8) 


所 以 ,对 列表 函数 或 高 阶 导数 不 存在 的 函数 ,其 余 项 可 由 牛顿 型 插 
值 余 项 给 出 . 
由 (5. 3.8) 式 还 可 得 


R, (x)= f[z,zo "° z, o, (z)= 


у= сё) 
п + D1 


SUr, tosti yan] = 


这 就 证 明了 差 商 的 性 质 3. 

记 Ni(z) 为 具有 节点 zo,zli…zt 的 牛顿 插值 多 项 式 , 则 有 具 
有 节点 torti ,xit1 的 牛顿 插值 多 项 式 N, Ce) н] Жу 

N, G) = №0) + f[zo zine za] 
° (z — хо) (х t)r — zi), 
上 式 说 明 增 加 一 个 新 节点 т, › REE Ni(z) 的 基础 上 ,增加 计算 
Дх», TH JG к) (к д) б к) 

即 可 . 牛顿 插值 多 项 式 的 递 推 性 给 实用 带 来 了 方便 . 

实际 计算 时 ,可 借助 于 差 商 表 5-1 ,牛顿 插值 多 项 式 的 各 项 系 
数 就 是 表 5-1 中 第 一 条 斜 线 上 对 应 的 数值 . 

例 1 已 知 一 组 观察 数据 为 


£ € (a,b), 


i 0 1 2 3 
2, 1 2 3 4 
y, 0 б =$ 3 


试用 此 组 数据 构造 3 次 牛顿 插值 多 项 式 N;(x), 并 计算 
NN;(1. 5) 的 值 . 
156 


解 ” 先 按 表 5-1 作出 如 下 差 商 表 . 


т, >» 一 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 
1 OO 
5 =: =s 2 
? Li 2 i 
3 一 6 5 
9 
4 3 


相应 的 牛顿 插值 多 项 式 只 需 将 表 中 第 一 条 斜 线 上 对 应 的 数值 
( 划 了 一 模 线 ) 代 入 公式 (5. 3.6) 即 得 
М(х) =0 — 5@ — 1) + 2G@ — 1)(х—2) 
+ (х —– 1) (2 — DA E — 3), 


整理 得 
N,(z) = z: — 42: + 3, 
N,(1.5) 1.5: 一 4X1.5: 十 3 2. 65. 


$4 差分 与 等 距 节点 插值 公式 


上 面 讨论 了 节点 任意 分 布 的 插值 公式 ,但 实际 应 用 时 , 常 采用 
等 距 节点 ,这 时 插值 公式 可 以 进一步 简化 ,计算 也 简单 得 多 . 由 于 
节点 是 等 距 的 ,所 以 函数 的 平均 变化 率 与 自 变 量 的 区 间 无 关 . 此 
时 , 差 商 可 用 “差分 代替. 


一 、 差 分 的 定义 及 性 质 


定义 1 设 函 数 y=f(z) 在 等 距 节 点 z=zxo+ih G=0,1,2, 
…,n) 上 的 值 y= 了 (xi) 为 已 知 ,这 里 =z; 一 xi-1 为 常数 , 称 为 步 
长 , 记 作 
Ay; = y 一 yi (5.4.1) 
Vy, S Yi Yiz (5.4.2) 
分 别称 为 函数 y= 二/(z) 在 处 以 六 为 步 长 的 向 前 差分 和 向 后 差 
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分 ,符号 A,VY 分 别称 为 向 前 差分 算 符 ( 或 算 子 ) 和 向 后 差分 算 符 
(或 算 子 ). 所 谓 算 符 ,可 以 理解 为 某 种 运算 的 符号 记 法 . 

与 高 阶 差 商 可 以 由 低 阶 差 商 来 定义 相 类 似 ,高 阶 差 分 也 可 以 
通过 对 低 阶 差分 再 求 差分 来 定义 . 例如 二 阶 差 分 可 用 以 下 方法 得 
到 


A yi= А(Ду) = AU — yi) = Дуна — Ау; 
= ун — Yii + Yis 
М'у,= Муу) = V(y; ~ yia) = Уу, — V Yia 
= y, — 2y,-i + yi-z* 
更 高 阶 的 差分 可 用 同样 方法 递 推 得 到 . 一 般 地 , "一 1 阶 差 分 的 差 
ЛЯ п ЗЕ СЕ 
у, = Ауу — Дур (5.4.3) 
称 为 Ar(z) 在 处 以 h 为 步 长 的 n 阶 向 前 差分 . 
差分 的 性 质 ， 
性 质 1 各 阶 差 分 可 用 函数 值 线性 表示 为 
Ау = Yri = Chapi + Сауна Же + С Суса 


+ С "ур (5. 4. 4) 
其 中 
Ct л} — n(n — 1): (n — k + 1) 
" ki(n— k)! k! ' 


该 性 质 由 差分 定义 ,读者 不 难 自 证 ( 留 作 习题 ). 

性 质 2 差分 与 差 商 满足 下 述 关系 : 
Hroni = 2, k=l, 2 een, (5. 4. 5) 
Раоа] = їз, k= 1,2,* n. (5.4.6) 

证 明 ”利用 归纳 法 证 明 (5.4. 5). 

Са ТУТА 

Ў k=n—1 时 ,结论 亦 成 立 , 即 有 
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д": 
flzxo zi әл] = г 


(п — DIA 
А”! 
Рао] = БИРЕ 
则 当 =n 时 
а] Дзят Дао] 


=, Xo 
_ Ауу Ay Ay 
(m— IA" enh nih’ 
故 (5.4. 5) 式 成 立 ( 同 理 可 证 (5. 4. 6) 式 成 立 ). 
性 质 3 差分 与 导数 满足 关系 
Му = ASPE) (£ € Go,z,)). (5.4.7) 
证 明 将 (5.3.3) 式 与 (5.4.5) 式 联 立 , 即 得 
› A" о 
Г) = РЗ 
故 (5.4.7) 式 成 立 ， 

由 (5.4.7) 式 可 看 出 , 若 f(x) 是 一 个 n KEDR WEH n 
差分 为 常数 . 因此 ,如 果 一 个 列表 函数 的 阶 差 分 已 接近 常数 , 则 
用 一 个 n 次 多 项 式 去 逼近 它 是 恰当 的 . 

为 了 应 用 方便 ,计算 差分 可 列 差分 表 ( 见 表 5-2). 


(È € Ga,b)), 


表 5-2 
42 yi Ayi D’ yi Ayi Aty; 
< 
у A Ayo 2 
x ЕЛ Ayo 3 
Ау А Ayo 1 
221 э» Ayi 3 Aty 
N. > Ay: a Ayi 
3 з Д 
Дуз >: 
24 ЕД 


=. 等 距 节点 插值 多 项 式 及 其 余 项 


将 牛顿 差 商 插值 多 项 式 (5. 3. 6) 中 各 阶 差 商用 相应 差分 代替 ， 
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就 可 得 到 各 种 形式 的 等 距 节点 插值 公式 . 这 里 只 推导 常用 的 前 插 
与 后 插 公式 . 

设 给 定 等 距 节点 x 二 zo 十 讼 (i 二 0,1,2,…,n) 后 ,将 差分 与 差 
商 的 关系 式 (5. 4. 5) 代 入 牛顿 插值 多 项 式 N,(z) 即 可 得 到 


2 
N,(z) = feo) + Sr ж) + 20002 д) а) 
21А 
уо 
nih" 
令 r= <x+th,t2>0,W| 


十 … 十 


(= PAE р) (х д1). 


М, + th) = fGo) + ду + © aty + += 


+ “Duta Day, (5. 4. 8) 
将 差分 与 差 商 的 关系 式 (5. 4. 5) 代 入 牛顿 型 插值 余 项 式 


(5.3.7) 又 得 到 


tt 1): G п), у fato 
tS AES Q 


(£ € (zo,z,)). (5.4.9) 
(5. 4. 8) 式 与 (5. 4. 9) 式 分 别称 为 牛顿 向 前 插值 多 项 式 与 牛顿 向 前 
插值 多 项 式 的 余 项 . 

具体 计算 时 ,首先 应 根据 数据 表 计 算 差 分 表 , 然后 按 公 式 z= 
zo th, RH £= (z 一 zo) 人 的 值 , 再 代入 公式 (5. 4.8) 计 算 ,公式 
中 用 到 的 各 阶 差 分 就 是 向 前 差分 表 上 边 第 一 条 斜 线 上 的 对 应 值 . 
牛顿 向 前 插值 公式 适用 于 计算 zo 附近 的 函数 值 ， 

在 非 等 距 节 点 情形 如 果 需 要 求 出 接近 z, 处 函数 y= 了 (x) 的 
近似 值 ,可 以 将 公式 (5. 4. 8) 改 为 按 插值 节点 Lrs Enit ,zo 的 次 
序 排列 的 牛顿 插值 公式 , 即 

N, Cx) ==/(х„) + flars tni] it — x) +++ 
+ Slr Enit Eo NE — z,)(z — z,-1) (z у). 
(5.4.10) 
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节点 苦 为 等 距 时 , 设 =r, th. 其 中 0<t 过 1, 即 xz 为 靠近 节 
点 ,的 点 ,于 是 有 
(z — х„)(х— х„-у)***(х — Tni) 
= (Dt DG ЮА. (5.4.11) 
将 (5,4.6) 和 (5.4. 11) 代 入 公式 (5.4.10), 得 


N,G)= у, Ууу, + С DEE Vy + ss 


t — 1) G Cn 1) ү, 


n! 


PISI. 


n 


>: 1—1) T +0 gy, 
(5.4.12) 
ARG. 4. 12) 称 为 牛顿 后 插 公式 . ЖР Vy (= 0,1,-- n), B| b) 
用 构造 向 后 差分 表 的 方法 得 到 . 其 构造 法 与 向 前 差分 家 类 同 只 是 
节点 及 相应 函数 值 的 排列 次 序 不 同 而 已 . 
车 实际 问题 既 要 求 出 函数 y= 了 (zx) 靠近 节点 zo 处 的 近似 值 ， 
又 要 求 出 它 靠 近 节点 z, 处 的 近似 值 ,这 时 分 别 利用 公式 (5. 4. 8) 
和 (5. 4.12) 就 需要 构造 向 前 差分 表 和 向 后 差分 表 . 能 否 利用 一 个 
差分 表 来 完成 以 上 两 项 工作 呢 ? 回 答 是 肯定 的 . 我 们 可 以 利用 向 前 
差分 与 向 后 差分 的 关系 : Vy, = E 


N,GD= y, — (дуа + Ay + 
М-ду n чени) =! йун 
-Seo te Юе — IE Duy, 
ј=0 1! 
«5. 4. 13) 


公式 (5.4.8) 和 (5.4.13) 都 只 用 到 向 前 差分 ,所 以 只 需 构造 向 前 差 
分 表 , 公 式 (5.4.8) 用 表 前 部 分 ,公式 (5.4. 13) 用 表 后 部 分 ,所 以 分 
别称 它们 为 表 前 公式 和 表 后 公式 . 
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牛顿 向 后 插值 公式 的 余 项 为 


ge ИО) а а 
R,(z) = (— 1) G T 11 tit = 1)0 — +0 — п), 


€ € (xoz,)> (5.4.14) 
牛顿 向 后 插值 公式 适用 于 计算 函数 表 末 端 附近 的 函数 值 . 公式 
(5. 4.13) 中 用 到 的 各 阶 差 分 ,就 是 向 前 差分 表 最 小 斜 行 上 的 各 对 
应 值 . 

例 1 已 知 等 距 节 点 及 相应 点 上 的 函数 值 如 下 表 所 示 , 试 求 
Ni(0.5) 及 N3(0.9) 的 值 . 


і 0 1 2 3 
2 0.4 0.6 0.8 1.0 
y. 1.5 1.8 2.2 2.8 


W ЖЖ Ж 


i 2, » Ay Ay, Ay, 
0 0.4 .5 
А š зери 0.1 
1 08 18 0.4 === 0.1 
2 0.8 2.2 0. = 
0.6 а 
з 1.0 2.8 => 


i 
将 差分 表 上 部 那些 画 横 线 的 数 及 t==0. 5 代入 公式 (5.4. 8) 得 
Му. 5) = 1.5 + 0.5 X 0.3 + 0-80 0:8) x (0.1) 


0.5(— 0. ss 1.5) x (0.1) 


当 z=0.9 时 , /一 -0 上 =0.5. 将 差分 表 中 下 部 那些 画 模 
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线 的 数 及 t==0.5 代入 公式 (5, 4.13), 得 


Ns(0. 9)= 2. 8 — 0.5 X 0.6 + + (0.5) (— 0.5) 00.2) 


u o.s 0.5)(— 1. 5)(0. 1) 


= 2. 46875. 
*$5 埃 尔 米 特 (Hermite) 插 值 


前 面 讨论 的 插值 条 件 不 包含 导数 条 件 ,而 实际 问题 中 有 时 不 
但 要 求 在 节点 上 函数 值 相等 ,而 且 还 要 求 插值 函数 的 导数 值 与 被 
插值 函数 的 导数 值 在 节点 上 也 相等 . 这 种 包含 导数 条 件 的 插值 多 
项 称 为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 


一 、 一 般 情形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 


一 般 情形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 是 指 所 满足 的 插值 条 件 中 , 函 
数值 的 个 数 与 导数 值 的 个 数 相 等 . 即 当 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 
nn 十 1 个 节点 zx; (i==0,1,…,n) 处 的 函数 值 f(x) = 及 导数 值 
f' (хә = m, 给 定时 ,要 求 一 个 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 多 项 式 
H, (z) ,使 之 满足 

H mlt) = Yis 
Hipy Gi) = m. 
这 里 给 出 了 2n 十 2 个 插值 条 件 , 可 惟一 确定 一 个 形式 为 
H,.. (z) = ao + ах + 6 + anpa” 
的 多 项 式 , 但 是 ,如 果 直 接 由 条 件 (5. 5. 1) 来 确定 2n 十 2 个 系数 ao， 
al…yam+* 显 然 非常 复杂 .所 以 ,我 们 仍 借用 构造 拉 格 朗 日 插值 
多 项 式 的 基 函 数 的 方法 来 讨论 ， 

8 ala), B) (j==0,1,…,n) 为 次 数 不 超 过 2n + 1 的 多 项 

式 , 且 满 足 


(@(=0,1,+›,л) ‹5.5.1) 
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а)(х) 一 0 а, (т) =0, 
B(xi) = 0, В. (х) = ë;;. 
则 满足 插值 条 件 (5. 5. 1) 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 可 写成 用 插值 基 
函数 表示 的 形式 
H,, G) = [au(z)y + B,Ga)m, ]. (5. 5. 3) 
由 条 件 (5. 5.2), 显 然 有 
Нух = y, Нб) =m, G = 0,1, e,n). 
下 面 的 问题 就 是 求 满足 条 件 (5. 5. 2) 的 基 函 数 w(Cz),6i(z) 
(j 王 0,1,…,n). 为 此 , 仍 借用 构造 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 基 沙 数 
LC) (j= 二 0,1,…,n) 的 方法 进行 . 
由 a,(zi)=0,z (zi)=0 (159), 
ej(z) = (ах + 0100), 
其 中 aj,bj 为 待定 常数 , 由 条 件 (5. 5.2) 在 z=x) 处 有 
ах, + b = 1, 
a, + 2(a;z; + b)Ú (z) = 0, 


G,j = 0,1s*** n) (5.5.2) 


解 之 得 
ока __1 
а, 20 (z) ЭЭ = 
kj 
' ч 1 
b= 1+ хх) 一 1 十 2 TZ 
好 
于 是 
. 1 Ж 
ат) = [1 — 26 DD zlo 
kj 
(= 0,1,-,п). (5.5. 4) 


类 似 地 ,由 8,06) =0, 8 (2) =0 GZ j), 
Вх) = (cz + а) 0), 
EP cjd; 为 待定 常数 . 由 条 件 (5. 5. 2) ,在 xz 一 zi 处 有 
164 


cz; + d, = 0, 
с, + 2060, + dpl (z) = 1, 
解 之 得 =1,d = r, 于 是 
Pi) = (х— xpa) (j= 0,10) (5.5.5) 
将 w(z),pi(z) 代 入 (5. 5. DRI 
Hnn = У) h 202 =); = 1 gliw, 


j=0 7 
kz; 


+ Dx ж) (z)m;. (5.5.6) 
在 给 出 了 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (5. 5. 6) 后 ,下 面 讨论 它 的 惟一 
性 , 为 此 ,假设 另 有 一 次 数 不 高 于 2n 十 1 的 多 项 式 P,,y1(x) 满 足 条 
件 (5. 5. 1), 则 
Ka) = Hmp (z) — РС) 
是 次 数 不 高 于 2n 十 1 的 多 项 式 , 且 以 节点 х, (i 二 0,1,…,n) 为 二 
重 零 点 , 即 wz) 至 少 有 2n 十 2 个 零点 . 从 而 必 有 plz) 三 0, 即 
Han(z)=P nlx). 
仿 拉 格 朗 日 插值 余 项 的 讨论 方法 ,可 得 出 埃 尔 米 特 插值 多 项 
式 的 插值 余 项 , 
定理 1 若 f(z) 在 [a,bJ 上 存在 2 十 2 阶 导 数 , 则 其 插值 余 项 


(2n 十 2) 
Боаб) = An — H, G) = (а), 


0556.7) 
AP e€ (a,6) 且 与 x 有 关 . 
埃 尔 米 特 插值 的 几何 意义 是 ,曲线 > 一 五 w+i(z) 与 曲线 у= 
了 (x) 在 插值 节点 处 有 公共 切线 . 


作为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (5. 5. 6) 的 重要 特例 是 n=1 的 情 
形 . 这 时 次 数 不 高 于 3 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 Hs(z) 满 足 条 件 
H Go) = yo Нзб) = Ys 
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H; (<o) = Miya H, a) = т}. 
由 (5. 5. 4) 式 与 (5. 5. 5) 式 可 得 


а Е 22| а) 


Zo 一 ZI \To Тү 


i S 3 
lz) = 11-22 а. (= z), 


Xi — Tol \ Tı — To 


B (z) = (z — | —— | 


хо 21 


Реч 2 
В (х) = (= — (= = , 
于 是 
1 Ж: 
Нуб) = Ујах)у, + 218,(z)m; 
j=0 j=0 


Еа 


= „|1 22—80). rx [1-2 


— ja) 
' 0 — To 


Tı 


十 mao(z — rol) + ту(х — alla). (5.5.8) 
二 、 特 殊 情 形 的 埃 尔 米 特 插值 问题 


在 带 导 数 的 插值 问题 中 ,有 时 插值 条 件 中 的 函数 值 个 数 与 导 
数值 个 数 不 等 . 这 时 可 以 牛顿 插值 多 项 式 或 一 般 情况 的 埃 尔 米 特 
插值 多 项 式 为 基础 ,运用 待定 系数 法 求 出 满足 插值 条 件 的 多 项 式 . 


以 下 举例 说 明 这 种 方法 的 基本 思路 . 
设 给 定 函 数 表 如 下 : 
Sia) Уо у » 
Р(х) то m 


求 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 H.C) 8 2 We 
Н.а) = y G= 0,1,2), 
H.G) =m, G = 0,1). 
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若 以 牛顿 插值 多 项 式 为 基础 ,可 设 
H,G) 一 yo 十 JLzoyzi]( 工 一 Zo) 
+ f[zo, zi z, zx — x) (£ — zi) 
+ (Az + В) (х — хо) (= — д) (х х), 
其 中 A.B 为 待定 常数 . 显然 
H.G.) = y G = 0,1,2), 
通过 条 件 H, (z) =m (i 二 0,1), 求 得 常数 A. B 后 , 即 可 得 
Н.х). 
若 以 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 为 基础 ,可 设 
H.(z) = H,G) + C(z — z) (£ д)", 
其 中 C 为 待定 常数 ,Ers(z) 为 满足 条 件 Н.к) у Н.С) =m, 
(i 二 0,1) 的 次 数 不 高 于 3 的 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 其 具体 表达 式 
见 (5. 5. DR. 显然 
H.G) = у, Hi(z) =m (=0,1), 
通过 条 件 H.C.) = у, RIY C 后 , 即 可 得 Н,(х) 
对 于 函数 值 个 数 与 导数 值 个 数 不 等 的 带 导数 插值 问题 , 可 以 
类 似 于 一 般 的 埃 尔 米 特 插值 问题 得 到 其 插值 多 项 式 的 惟一 性 及 插 
值 余 项 的 表达 式 . 


96 三 次 样 条 插值 


在 工程 技术 问题 中 ,如 飞机 机 姻 设 计 和 船体 放样 , 常 要 求 插值 
曲线 不 仅 连续 而 且 处 处 光滑 . 而 在 整个 插值 区 间 上 作 高 次 插值 多 
项 式 , 虽 然 可 以 保证 曲线 光滑 ,但 却 存在 计算 量 大 ,误差 积累 严重 、 
计算 稳定 性 差 等 缺点 . 分 段 线性 插值 与 分 段 二 次 插值 可 以 避免 上 
述 缺 点 ,但 在 各 段 连接 点 处 只 能 保证 曲线 连续 而 不 能 保证 光滑 性 
要 求 , 埃 尔 米 特 插值 虽 能 保持 各 节点 处 都 是 光滑 衔接 的 ,但 它 要 以 
已 知 节点 导数 值 为 条 件 ,这 在 实际 中 一 般 是 很 难 满足 的 . 为 了 克服 
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尖 角 问题 ,需要 采用 一 种 新 的 方法 一 一 样 条 插值 法 . 

样 条 这 一 名 词 来 源 于 工程 中 的 样 条 曲线 . 在 工程 中 绘图 员 为 
了 将 一 些 指定 点 ( 称 为 样 点 ) 联 结 成 一 条 光滑 曲线 ,往往 用 富有 弹 
性 的 细 长 木 条 ( 样 条 ) 把 相 邻 的 几 点 连接 起 来 ,再 逐步 延伸 连接 起 
全 部 节点 ,使 之 形成 一 条 光滑 曲线 , 称 为 样 条 曲线 , 它 实 际 上 是 由 
分 段 三 次 多 项 式 曲线 连接 而 成 ,在 连接 点 即 样 点 上 有 直到 二 阶 连 
续 导 数 , 即 它 在 连接 点 处 具有 连续 曲率 . 从 数学 上 加 以 概括 就 得 到 
所 谓 样 条 插值 问题 . 下 面 首先 介绍 样 条 函数 的 定义 . 


一 、 三 次 样 条 插值 函数 的 定义 


定义 1 在 区 间 [a,6] 上 取 n 十 1 个 节点 
a = x, < xm, < x, < 5 < Eni < z, = b, 
ERA SORER: 
(1) S(Cz) 在 整个 区 间 [a, 刀 上 具有 二 阶 连 续 导 数 ， 
(2) 在 每 个 小 区 间 [z -yz] (i==1,2,…,n) 上 是 xz 的 三 次 多 
项 式 ; 
(3) 在 节点 z 处 给 定 函 数值 y,= f(x) Н. 
SCL) = у, ї=0,1,2,+,лп, (5.6.1) 
则 称 SCz) 为 f(z) 的 三 次 样 条 插值 函数 . 
要 确定 SCz) ,在 每 个 小 区 间 上 要 确定 4 个 待定 系数 ,一 共有 
п 个 小 区 间 , 故 应 确定 4n 个 系数 .由 于 S(zx) 在 [a,5]j 上 具有 二 阶 
导数 ,在 内 节点 z1,z2，,… ,zx,-! 处 应 满足 3n 一 3 个 连续 性 条 件 
ke — 0) = S(z, + 0), 


5'(х,— 0) = S' (zi + 0), G = 1,2,9, — 1) 
$”(х, — 0) = S"(mw, + 0). 
再 加 上 S(z) 满 足 的 插值 条 件 (5. 6. 1) ,共有 4n 一 ?2 个 条 件 , 因 此 还 
需要 2 个 条 件 才能 确定 (а). 通常 可 在 区 间 [a,5j] 端 点 上 补充 两 
个 边界 条 件 . 常见 的 边界 条 件 如 下 : 
(1) 给 定 两 端点 处 的 一 阶 导 数值 , 记 为 
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S' (xo) = ma S'(z,) = m,. (5. 6.2) 
(2) 给 定 两 端点 处 的 二 阶 导数 值 , 记 为 
5"(20) = М,, 8"(2,) = М,. (5. 6.3) 
对 于 
$”(х) = S"(=z,) = 0 (5.6.4) 
的 边界 条 件 特 别称 之 为 自然 边界 条 件 . 


二 、 三 次 样 条 插值 函数 的 构造 


构造 三 次 样 条 插值 函数 ,就 是 要 写 出 它 在 子 区 间 [zxi-，,xi] 
(==1,2,…,n) 上 的 表达 式 , 记 为 S) (i=1,2,*…,n), 

(1) 用 节点 处 一 阶 导数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 

记 节 点 处 的 一 阶 导 数值 为 SCz) 一 mi (i==0,1,…,n), 若 已 
Я т, 5, 5С) ЕС, r] (i=1,2,…,n) 上 就 是 满足 条 件 

S (moi) = ул, 805) = y;y 
S' (ti-i) = ms $'(х) = т G= 1,2, ° n) 

的 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 所 以 构造 以 节点 处 一 阶 导数 表示 的 
三 次 样 条 函数 可 分 为 以 下 三 步 : 

第 一 步 ” 根据 S(zx),S'(z) 在 内 节点 的 连续 性 及 插值 条 件 , 运 
用 [xi-i,zi] 上 的 二 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 写 出 S (>) Hl 
mi (i 二 0,1,"…,n) 表 示 的 形式 ， 

第 二 步 ” 利 用 S"(xz) 在 内 节点 z, (i 二 1,2,…,n 一 1) 的 连续 性 
及 边界 条 件 , 导 出 含 m (i 二 0,1,…,n) 的 十 1 阶 线性 方程 组 ; 

REP REE m (i 二 0,1,…,n) 的 线性 方程 组 ,将 得 到 的 
mi 代入 [zi-1,zi] 上 的 二 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 即 得 到 以 节 
点 处 一 阶 导 数 表 示 的 三 次 样 条 插值 函数 . 

下 面 建立 具体 公式 . 由 (5, 5. 8) 式 可 知 ， 


sœ =[1+ 2 Ea аа, 


=, — Xi Zi- Ti 
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+h Fy 


1-1 一 Ti 一 Ti 一 ! 
2 
十 ТЕТ] = z.) Mi 
а 
= 2. 2 
+ æ= m| 22) mi. (5.6.5) 
Zi 一 Zi-1 


W h= rizi (5.6.5) 式 可 写 为 
sa y) == x) [h + 2G — жы], 


h: od Y 
— xi) [h, es 
Ее (х = Ti) L “二 2(z 0), 
= ys — r; 
+ (х x р) 
= 205054 
+ (т =) (х Z), (5.6.6) 


AP r€ [riir] G=1,2,** n). 
为 了 确定 mi, 需 要 用 到 S(z) 的 二 阶 导 数 在 内 节点 连续 的 条 
件 ,由 (5. 6.6) 式 可 得 S(x) 在 [xi_1,z;J 上 的 二 阶 导数 
S'e) =a tz 


+ ey =y) (z € Гаа]. 


AN ——:д% 
h? my 


tma F 6. 


(5.6.7) 
同 理 可 得 S(z)£E[<x; ,Xit1J 上 的 二 阶 导数 


5", (2) _6® — —. быз е н | бх 一 4х, — 22161 


2 í Т 2 +1 
Һу ШУ 


Satza а) = у) (E€ [5,2], 


+1 


+ 


(5.6. 8) 
从 而 


2 


$"(х,— 0) = "а ЗЕ т, 


$"(х, + 0) = кот ктө + в Oiza — У). 


由 S"(z) 在 xz; 处 连续 的 条 件 5" 0,0) = 5" 0а О) АВ 


1 1, 1.) 1 
Г. + 2 ЖКА mi 十 Жы! 


| Yia y: Yi — Yi-ı 
san е; |. 


кри 1-8 
i itl 


hiyi i hi 
k +h” 1 2m, + k Th a 


=3[ hi ‚ Уы — 十 his) 21]. 


hi + hit hi hi + hiyi hi 
(5.6.9) 
引入 记号 
= hizi 
=н? 
hi ; = ... 一 
Ml (= 1,2,+б,п— 1) 
Уна Yi Yi Уі] 
PERM a CA T 
(5.6. 10) 


则 (5. 6. 9) 式 可 写成 
Ат 十 2m; + Mmi = f, (一 1 2 一 1). 
CORIN 
(5. 6.11) 式 是 含有 ?十 1 ЖАЯ т, G=0,1, nh na—1 阶 线 


性 方程 组 , 要 完全 确定 十 1 个 未 知 数 的 值 ,还 需 用 到 两 个 边界 条 
件 . 


1) 对 第 一 种 边界 条 件 


$'(л) = т, S'(z,) = m, 
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在 方程 组 (5. 6. 11) 中 将 已 知 边界 条 件 代 入 , 则 其 可 改写 为 只 含 
n 一 1 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


2 M т, Л = àm 
w 2 М, m, Р, 
Аъ 2 M| m,_, Sae 
àa 2 тц n= 一 M,_ m, 
(5.6.12) 


2) 对 第 二 种 边界 条 件 
S"(zo) = Mo, S"(z,) = M,. 


根据 (5. 6. 8) 式 得 


5$!(х) r= 21 x= 4, ，6z 一 4zo — 2л, 


k a k m 
+ Ema yy) (ze lan], 
1 
HI S") =M, 得 


h, 
2mo + m, = EO = у) = 2 Mo 
同 理 , 由 5S”(zx,)==M, 得 


h, 
M,- + 2m, = Ёо, = I) + 2 M.. 


将 上 述 边 界 点 的 方程 与 内 节点 的 方程 组 (5. 6. 11) 联 立 , 即 可 得 到 
关于 moms sm, 的 n 十 1 阶 线性 方程 组 


Cy mo fo 

м 2 M. ту Л 

k 2 M, m| |f 
А 2 М, | |m, fn 

1 2 т, Í, 


(5. 6.13) 
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_ улу» _ h 
fo=3 L 2 Mos 


x N ` (5.6.14) 
fa = 3 — + >м, 
方程 组 (5. 6. 12)、(5. 6. 13) 均 为 三 对 角 方 程 组 ,其 系数 矩阵 为 
严格 对 角 占 优 阵 ( 系 数 矩 阵 的 对 角 元 素 按 模 严 格 大 于 同一 行 非 对 
角 元 素 的 模 之 和 ). 对 于 这 种 三 对 角 方 程 组 可 证 明 其 行列 式 不 等 于 
零 , 因 此 方程 组 有 惟一 确定 的 解 ,其 求解 方法 通常 采用 第 二 章 的 追 
赶 法 . 


例 1 给 出 函数 表 : 
РЯ 0 1 2 3 
f(x) 0 з 4 6 
f' (zi) 1 0 


试 求 f(z) 在 区 间 [0,3] 上 的 三 次 样 条 插值 函数 . 
解 5 m= 7 (0) =1, ту f! (8) = 0. 在 (5.6.10) 式 中 取 
:二 1 G=1,2,3),# 


à = М, = (i = 1,2), 


1 

2 
з[2 1 

Л =3 Са) – fOD + 2 0) — fO) = 6, 


1 1 9 
A= [10 — ха) + о) — 70) ]= $. 
H (5. 6. 12248 


о 
v| 


vje 
~ 


д 7 5 
解 之 得 m= y m = Y. 


从 而 由 Si(x) 的 表达 式 (5. 6. 6) ,三 次 样 条 插值 函数 为 
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S,@)= 3[1 + 2(1 — z) ]=*2 + а(х — 1)? 
+ Laz—1) (кє 10,1), 
5,02) = 3(2х — 1)(х — 2) + 4(5 — 2z)(z — 1)’ 


47. ws ‚=. 2 
3 (те ту =:2] 


+ Ža -2 — (re[l,2])， 
5:02) = 4(2z — 3) (x — 3) + 6(7 — 2x) (2 — 2)? 
+ Žo — 3)(02- 2X (х Є [2,3]. 
(2) 用 节点 处 二 阶 导数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 
记 节 点 处 的 二 阶 导 数值 为 
5S"(7) = M, @=0,1,+›л). 
由 于 5") [хао] (==1,2,…,n) 上 是 xz 的 线性 函数 ,因此 构 
造 以 节点 处 二 阶 导数 表示 的 三 次 样 条 插值 函数 可 分 为 以 下 三 步 : 
第 一 步 ” 根据 5"(x) 在 内 节点 的 连续 性 及 为 线性 函数 的 特 
点 ,将 S"(z) 表 示 为 线性 函数 . 再 根据 SC(x) 在 内 节点 的 连续 性 及 
插值 条 件 , 写 出 SOH М, (i==0,1,…,n) 表 示 的 形式 . 
第 二 步 ” 利 用 S'C(x) 在 内 节点 zx; (i==1,2,…,n 一 1) 的 连续 性 
及 边界 条 件 , 导 出 含 M (i==0,1,…，,n) 的 十 1 阶 线性 方程 组 . 
#Z3 REE M (i==0,1,…,n) 的 线性 方程 组 ,将 得 到 的 
Mi КАС] 8 (zx) 的 表达 式 , 即 得 到 以 节点 处 二 阶 导数 表 
示 的 三 次 样 条 插值 函数 . 
下 面 建立 具体 公式 . 由 定义 可 知 ，S (zx) 在 子 区 间 [xi-i,zxi] 
(==1,2,…,n) 上 是 三 次 多 项 式 , 因 此 S"(z) 在 [zxii,zxi] 上 是 x 的 
线性 函数 . 假定 Szi-1) 王 Mi-1,S5"(zi) 二 Mi, 则 由 线性 插值 有 


S!) = тс = T-M- „+ 2 = = TIM, G € Галх). 


ERBER HAMER 
5,0001) = yt S,(z,) = y, 
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确定 其 中 的 两 个 积分 常数 , 即 可 得 出 用 M. 表示 的 三 次 样 条 插值 
函数 


(2, — ж)? Са ND 
S р Ме ов 
Mei i Yz: z | M, = 

амаи а, 
(5. 6. 15) 


M, 


T {Yi-! 


AP хЄ[л-1,х‹],м=х—хж-у(41==1,2,›п). 

由 (5. 6. 15) 式 可 求 得 5; (zx) 在 [xi-1,z;] 上 的 表达 式 , 且 类 似 
可 得 Sia O E Lei ri JE RER. 利用 S'(x) 在 内 节点 z, 
(==1,2,…,n 一 1) 处 连续 的 条 件 , 即 

S; (z, — 0) = Si (z, + 0), 


则 可 得 线性 方程 组 
MM + 2M; + AMin = fi G = 1,2,=-,n — 1). 

(5.6.16) 

式 中 

hi 
A 
ht i 二 
A =1 М, = Ei G = 1,2,+,п— 1) 
f= 6 Уа Соў Yi — у-1 
' h +ha hit i 

(5.6.17) 


(5. 6.17)Җ#@Ж n+1 个 未 知 数 Mo, Mis M, 的 n 一 1 阶 线性 
方程 组 . 要 确定 n+ 1 个 未 知 数 的 值 , 还 须 用 到 两 个 边界 条 件 . 
1) 对 第 一 种 边界 条 件 
$'(х) = ж», $'(т„) = m,. 
H 5' (х0) =m 5 5' (z,) =m, 可 得 


2M + M = |*= т), 
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6 n 一 Yn- 
M,_, + 2M, = hT экза), 


将 上 述 边界 点 的 方程 与 内 节点 的 方程 (5. 6. 16) 联 立 , 即 可 得 关于 
Mao, ,AM 的 线性 方程 组 


2 1 М, fo 
M 2 à M, А 
M 2 А. | | Mri Жа 
L ^2 M, 5% 
(5. 6.18) 
式 中 
A= (28-а), 
> а (5. 6.19) 
a E| m, >, = 22. | 


2) 对 第 二 种 边界 条 件 
S"(zro) = Mo, S"(z,) = M,. 
在 方程 组 (5. 6. 16) 中 将 已 知 边界 条 件 代 入 , 则 方程 组 (5. 6. 16) 可 
改写 为 只 含 n—1 个 未 知 数 M ,Ms，…AM-: 的 2 一 1 阶 线性 方程 
组 


2 À М, f. — M.M, 
M 2 à M, Л 
M,-: 2 A-2 | | Mn- Јам 
М. 2 а a= = ¿— M, 
(5. 6. 20) 


方程 组 (5. 6. 18), (5. 6. 20) 均 为 三 对 角 方 程 组 ,可 用 追赶 法 求 其 惟 
一 解 . 


对 于 三 次 样 条 插值 函数 来 说 , 当 插 值 节 点 逐渐 加 密 时 ,可 以 证 
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明 : 不 但 样 条 插值 函数 收敛 于 函数 本 身 ,而 且 其 导数 也 收敛 于 函 
数 的 导数 . 正 因 如 此 ,三 次 样 条 插值 函数 在 实际 中 得 到 了 广泛 的 应 
用 . 


本 章 小 结 


插值 法 是 函数 首 近 的 一 种 重要 方法 , 它 是 数值 微 积分 、 微 分 方 
程 数 值 解 等 数值 计算 的 基础 与 工具 . 由 于 多 项 式 具有 形式 简单 , 计 
算 方 便 等 许多 优点 , 故 本 章 主要 介绍 多 项 式 插值 , 它 是 插值 法 中 最 
常用 和 最 基本 的 方法 . 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 优点 是 表达 式 简单 明确 ,形式 对 称 , 便 
于 记忆 . 它 的 缺点 是 如 果 要 想 增加 插值 节点 ,公式 必须 整个 改变 ， 
这 就 增加 了 计算 工作 量 , 而 牛顿 插值 多 项 式 对 此 作 了 改进 , 当 增加 
一 个 节点 时 只 需 在 原 牛顿 插值 多 项 式 基础 上 增加 一 项 ,此 时 原 有 
的 项 无 需 改 变 ,从 而 达到 节省 计算 次 数 ,节约 存储 单元 、 应 用 较 少 
节点 达到 应 有 精度 的 目的 , 在 等 距 节 点 条 件 下 ,利用 差分 型 的 牛顿 
前 插 或 后 插 公 式 可 以 简化 计算 . 

由 于 高 次 插值 多 项 式 具有 数值 不 稳定 的 缺点 (如 龙 格 现象 )， 
高 次 插值 多 项 式 的 效果 并 非 一 定 比 低 次 插值 好 ,所 以 当 区 间 较 大 、 
节点 较 多 时 ,常用 分 段 低 次 插值 ,如 分 段 线 性 插值 和 分 段 二 次 插 
值 . 由 于 分 段 插值 是 局 部 化 的 , 即 每 个 节点 只 影响 附近 少数 几 个 间 
距 , 从 而 带 来 了 计算 上 的 方便 ,可 以 步 进 地 进行 插值 计算 . 同时 也 
带 来 了 内 在 的 高 度 稳定 性 和 较 好 的 收敛 性 ,因此 它 是 计算 机 上 常 
用 的 一 种 算法 . 分 段 插值 的 缺点 是 不 能 保证 曲线 在 连接 点 处 的 光 
滑 性 . 

为 了 保证 插值 曲线 在 节点 处 不 仅 连 续 而 且 光 滑 ,可 用 样 条 插 
值 方法 . 三 次 样 条 插值 法 是 最 常用 的 方法 , 它 在 整个 插值 区 间 上 可 
保证 具有 直到 二 阶 导数 的 连续 性 . 用 它 来 求 数值 微分 .微分 方程 数 
值 解 等 ,都 能 起 到 良好 效果 . 
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算法 与 程序 设计 实例 


用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 函数 近似 值 . 
算法 


AMARA ziy G==0,1,2,::,n), L.G) = 0; 


(2) 对 i==0,1,2,…,n, 计 算 


L,G)<—L,(z) + li) yi 
实例 
例 1 已 知 函数 表 


0.56521 


z, 0.56160 0.56280 0.56401 
Yi 0. 82741 0. 82659 0. 82577 


0. 82495 


用 三 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 x=0. 5635 时 的 函数 近似 值 , 


程序 和 输出 结果 


ftinclude(stdio.h> 
ttinclude(conio. h> 
#include (alloc. h) 


float Lagrange (float * x, float жу, float хх, int n) 


( 


int isj; 
float жа, yy=0. 0 
a= (float * ) malloc(n * sizeof (float) ) 
for(i=0;i 达 二 n 一 1;i 十 十 ) 
{ 
a[i]=y[i]; 
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forj=0;j<=n—1ij++) | 
ЧО =i) a[i]* = (xx—x[])/(x[i]—x[L]); 
yy 十 一 a[i]; 


) 
free(a); 
return yy; 
void main() 
{ 
float х[4]= {0. 56160,0. 56280,0. 56401,0. 56521); 
float у[4]= (0. 82741,0. 82659,0. 82577,0. 82495); 
float хх = 0. 5635 ,уу; 
float Lagrange (Поа є , float * , float, int); 
yy=Lagrange(x,y,xx,4); 
сігѕсг(); 
ргіп ("х= Е, у= %fN”, хх, уу) 
већ (0); 


输出 结果 如 下 : 
z=0.563500， y=0.826116 


用 牛顿 插值 多 项 式 求 函数 近似 值 . 
算法 
(1) 输入 nyzi,y; G=0,1,2,* n); 
(2) 对 &=1,2,3,，…my，i=1,2，…, 计 算 函 数 f(x) 的 各 阶 
差 商 ДЕ ЫА 
(3) 计算 函数 值 
N,(z) =/(х„) + Дхол ](% хо) ++ 
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+ Ро] — z) G — ri) (z а). 
实例 
例 2 已 知 函 数 表 


2; | 0.4 0.55 0.65 0.8 0.9 


yi | 0.41075 0.57815 0. 69675 0.88811 1. 02652 


用 牛顿 插值 多 项 式 求 N,(0.596) 和 М, 0. 895). 
程序 和 输出 结果 


Ħ#include<stdio. h) 
+ include (conio. h> 
ttinclude(alloc. h) 
# define N 4 
void Difference (float ж x, float жу, int n) 
+ 
float ж f; 
intk, i; 
{= (float * )malloc (n * sizeof (float)); 
ÍIor(k=1;k<=n;k++) 
{ 
fLo]=y[k]; 
forG=0;i<k;i+ +) 
fti+1]J=G[i]—y[iJ)/G[k]—x[iJ); 


y[k]=f[kJ; 
) 


return; 
) 
main() 
{ 
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inti; 

float varx =0. 895,b; 

float x[N+1]={0. 4,0.55,0. 65,0.8,0.9}; 

float y[N 十 1] 一 {0. 41075,0. 57815,0. 69675,0. 88811, 


1.02652); 
Difference (х, (float ж )y, N); 
clrscr O; 
b=y[N]; 


fori =N—1;i>=0;i )b=b * (varx— x[i) +yli]; 
printf ("NInterp(%f) = f”, varx, b); 

getchO; 

} 


输出 结果 如 下 : 
N,(0.596)=0.631918 N,(0.895)=1. 019368 


а 考题 


1. 何谓 插值 函数 ,插值 多 项 式 ,插值 余 项 ? 

2. 插值 多 项 式 系数 ao,a1,… a, 满足 的 线性 方程 组 ,其 系数 
矩阵 的 行列 式 为 什么 不 为 零 ? 

3. 插值 多 项 式 的 存在 惟一 性 有 何 意 义 ? 

4. 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 是 怎样 构造 的 ?截断 误差 如 何 表示 ? 
如 何 估计 ? 

5. 何谓 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 ? 为 什么 说 它 也 是 插值 多 项 式 ? 
怎样 表示 ? 

6. 分 段 插值 主要 有 哪 几 种 常用 公式 ? 它 的 优点 如 何 ? 

т. 何谓 差 商 ?怎样 构造 差 商 表 ?牛顿 插值 多 项 式 形式 如 何 ? 系 
数 怎样 确定 ? 误差 怎样 表示 ? 
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В. 差分 和 差 商 有 何 关系 ? 在 什么 情况 下 可 以 构造 差分 型 牛顿 
插值 多 项 式 ? 

9. 在 插值 区 间 上 , 随 着 节点 的 增多 ,插值 多 项 式 是 否 越 来 越 
接近 被 插 函 数 ? 在 插值 节点 及 其 附近 ,插值 多 项 式 的 导数 是 耕 接近 
СТРА 07 

10. КНЕ И АЖ? 样 条 插值 比 之 于 前 面 几 种 插值 公式 
有 何 优点 ?怎样 构造 三 次 样 条 插值 函数 ? 


习 题 五 
l. 当 z=1, 一 1,2 时 , f(x)==0, 一 3,4: 求 f(x) 的 二 次 插值 


多 项 式 . 
2. 已 知 函 数 y=f(r) 的 观察 值 如 下 : 


i 0 1 2 3 
2; 0 1 2 š 
КД 2 3 0 =] 
试 求 其 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
з. 已 知 函 数 表 ， 
* 1.1275 1.1503 1.1735 1.1972 
у= f(x) 0.1191 0. 13954 0. 15932 0. 17903 


应 用 拉 格 朗 日 插值 公式 计算 fQ. 1300) 的 近似 值 (计算 取 4 位 小 
数 ). 


4. 设 z (i 二 0,1,2,…,n) 为 互 异 节点 , 试 证 明 拉 格 朗 日 插值 
基 函 数 4(z) 具 有 以 下 性 质 : 


(1) DLE; 
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(2) Уул) лё, k=0,1,2,° n. 


то 


5. 设 A(x) 在 [a,5] 上 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 7а) = 70) =0, 
证 明 


1 


max | f(x) | < в © — а)? тах | f") |; 
6. 已 知 函 数 表 
x „2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 


у= f(x) 1. 244 1. 406 1. 602 1.837 2.121 2. 465 


用 二 次 插值 求 f(1.54) 的 近似 值 (计算 取 5 位 小 数 ). 
т. 用 拉 格 朗 日 插值 和 牛顿 插值 找 经 过 点 (一 3, 一 1),(0,2)， 
(3, 一 2),(6,10) 的 三 次 插值 多 项 式 , 并 验证 插值 多 项 式 的 惟一 性 . 
8. 利用 函数 表 


£ 1.615 1.634 1.702 1.828 1.921 


у= f(x) 2.41450 2.46459 2.65271 3.03035 3.34066 


造 出 差 商 表 , 并 利用 牛顿 插值 公式 计算 f(x) 在 z=1. 682,1. 813 
处 的 近似 值 (计算 取 5 位 小 数 ). 

9. 证 明 n 阶 差 商 有 下 列 性 质 : 

(1) # F(z)=Cf O), WJ 

F[zo rio z. ]=Cf[zo zi, sn 

(2) 车 (x) 二 f(z) 十 g(xz), 则 

Е[х Жү ,z,]= f[zo ST sxn]tg[Lxo ЛАМ З] 

10. ШЕН: 

Ах] 
= ы f(r) 


£ (j — Zo) (z; — Lj) Tj Lj) (m; La) 


11. 已 知 数 表 
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i£; 0 1 2 3 


yi 1 2 17 64 


试 分 别 作出 三 次 牛顿 前 插 和 和 牛顿 后 插 公式 并 分 别 计算 >= 
0.5 Ж х=2.5 时 函数 的 近似 值 ( 计 算 取 3 位 小 数 ). 
12. 已 知 连续 函数 Р(х) РЁ ИШ ж. 


Ж =1 0 1 2 


Р(х) 一 2 be 1 2 


求 方程 P(x)==0 在 [一 1,2] 内 的 根 的 近似 值 ,要 求 误差 尽 基 小 . 
13. 证 明 
Any, =yn+i 一 Cl Ynti- + Ciynti-z +. 
+ (— Оу А (— "у 
式 中 


ъл 1) (п kt 
C = гҮ Я 
14. BA у=1пх 的 函数 表 


x, 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 


yi 一 0.916291 —0.693147 一 0.510826 一 0. 356675 —0. 223144 


分 别 用 牛顿 前 插 和 牛顿 后 插 公式 计算 z=0. 45 Ж] 2—0. 82 
时 函数 的 近似 值 ,并 估计 误差 

15. 在 [一 4,4] 上 给 出 ЛС) =e 的 等 距 节 点 函数 表 , 若 用 二 
次 插值 求 e 的 近似 值 ,要 使 截断 误差 不 超过 10*, 问 使 用 函数 表 
其 步 长 应 取 多 少 ( 计 算 取 5 位 小 数 )? 


16. 求 满足 函数 表 

(1) х 1 2 (2) © 1 2 3 
f(r) 2 3 Jx) 1 0 2 
Fer ü =a f(z) 1/2 
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的 插值 多 项 式 及 余 项 . 
17. 给 定 插值 条 件 


х 0 1 2 3 
fO) 0 0 0 0 
端点 条 件 为 


(1) то==1,т:=0; 
(2) М,=1,М;=0. 
分 别 求 出 满足 上 述 条 件 的 三 次 样 条 插值 函数 的 分 段 表 达 式 
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第 六 章 ”最 小 二 乘法 与 曲线 拟 合 


在 科学 研究 与 工程 技术 中 ,常常 需要 从 一 组 测 莽 数 据 (z，y)) 
@=1,2, е, Ж, ЕЩ х 5 > 的 函数 关系 的 近似 表达 式 ， 
上 章 所 述 的 插值 法 虽 是 函数 近 近 的 一 种 重要 方法 ,但 它 还 存在 以 
下 缺陷 : 一 是 由 于 测 基数 据 往往 不 可 避免 地 带 有 测试 误差 ,而 插 
值 多 项 式 又 通过 所 有 的 点 (z,y), 这 样 就 使 插值 多 项 式 保留 了 这 
些 误差 ,从 而 影响 了 远近 精度 . 此 时 显然 插值 效果 是 不 理想 的 , 二 
是 如 果 由 实验 提供 的 数据 较 多 , 则 必然 得 到 次 数 较 高 的 插值 多 项 
式 , 这 样 近似 程度 往往 既 不 稳定 又 明显 缺乏 实用 价值 . 因此 ,怎样 
从 给 定 的 一 组 实验 数据 出 发 ,寻求 已 知 汤 数 的 一 个 过 近 汤 数 у= 
pr) ,使 得 扣 近 函数 从 总 体 上 来 说 与 已 知 函数 的 偏差 按 某 种 方法 
度 二 能 达到 最 小 而 又 不 一 定 过 全 部 的 点 (zi,yi) ,这 就 是 本 章 所 要 
介绍 的 最 小 二 乘 曲线 拟 合法 ， 


$ 1 用 最 小 二 乘法 求解 矛盾 方程 组 


一 、 最 小 二 乘 原理 
如 前 所 述 ,用 近似 曲线 ?一 wz) 拟 合 数据 (zy) (i=1,2,…， 
n), 自 然 希 望 要 “ 拟 合 得 最 好 ”, 其 标准 是 什么 呢 ? 显然 ,希望 择 选 
YX) ,使 得 它 在 z, 处 的 函数 值 "zi) (i 二 1,2,…,n) 与 测 基 数据 
ж (i 二 1,2,…,n) 相 差 都 很 小 , 即 要 使 偏差 (也 称 残 差 ) 
Фл) — y (= 1,2,5.) 
都 很 小 . 那么 如 何 达到 这 一 要 求 呢 ? 一 种 方法 是 使 偏差 之 和 


Dia- x. 
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很 小 来 保证 每 个 偏差 都 很 小 . IR Hi T 8224 E Ж, ЕЖЕ ИГ ВЕ 
互相 抵消 , 为 了 避免 上 述 情况 发 生 , 还 可 使 偏差 的 绝对 值 之 和 
22 lga) — y 
为 最 小 ,但 这 个 式 子 中 有 绝对 值 符号 ,不 便于 分 析 讨 论 . 由 于 任何 
实数 的 平方 都 是 正 数 或 零 , 因 而 我 们 可 选择 使 “偏差 平方 和 
27000) =] 
最 小 ”的 原则 来 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 ,从 而 得 到 最 佳 拟 合 
曲线 у= ga). 这 种 “偏差 平方 和 最 小 "的 原则 称 为 最 小 二 乘 原则 ， 
而 按 最 小 二 乘 原则 拟 合 曲线 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 或 称 最 小 二 乘 
曲线 拟 合法 (二 乘 的 意思 就 是 方 ),， 
那么 ,用 什么 样 的 函数 去 拟 合 数据 (zy) (Gi 二 1,2,…,m) 呢 ? 
- 般 而 言 , 所 求 得 的 拟 合 函 数 可 以 是 不 同 的 函数 类 , 拟 合 曲线 
AORE m 个 线性 无 关 函 数 PCz) ,u(x),…,pm(x) 的 线性 组 
合 而 成 , 即 
AT) = аф (х) + a,@ (z) + * + a,@,(z) (т<ял—1), 
HP aiaz, ram 为 待定 常数 . 
线性 无 关 函 数组 o (>) ро), ,ym《z) 称 为 基 函 数 .常用 的 
ЖАКА 
EMA: 1, z, rê, =, L"; 
ZARR: sinz, sin2z, ++, sinmr; 
指数 函数 ， ех“, ех, ө, e, 
其 中 最 简单 的 是 多 项 式 , 至 于 函数 类 ,一般 可 取 比 较 低 的 多 项 式 或 
其 他 较 简 单 的 函数 集合 . 


=, 用 最 小 二 乘法 求解 矛盾 方程 组 


由 线性 代数 理论 知 , 求 解 线性 方程 组 时 , 当 方 程式 的 个 数 多 于 
未 知 数 的 个 数 时 ,方程 组 往往 无 解 ,此 类 方程 组 称 为 矛盾 方程 组 
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(或 称 超 定 方程 组 ). 而 最 小 二 乘法 就 是 用 来 解 矛盾 方程 组 的 一 
常用 方法 . 


设 有 了 矛盾 方程 组 
алу + az, 十 … + арн = б, 
алх + ana, 十 … + аыл„ = b, 
Х| 22 2 (6.1.1) 
аах + авт; 十 … + a,,z, = b,, 
即 
Xa, mi = b. G = 1,2,*,n; m < n). 


由 于 (6. 1. DITANEM, 故 找 不 到 能 同时 满足 这 ”个 方程 的 
解 ,因此 我 们 转 而 寻求 在 某 种 意义 下 的 近似 解 . 这 种 近似 解 当然 不 
是 指 对 精确 解 的 近似 (因为 精确 解 并 不 存在 ) ,而 是 指 寻 求 各 未 知 
数 的 一 组 值 , 使 方程 组 (6. 1.1) 中 各 式 能 近似 相等 . 这 就 是 用 最 小 
二 乘法 解 矛盾 方程 组 的 基本 思想 . 把 近似 解 代入 方程 组 (6. 1. 1) 
后 ,只 能 使 各 方程 式 两 端 近似 相等 ,我 们 将 各 方程 两 端 之 差 


à= Saz =h (i = 1,22," n) 
称 为 偏差 . 按 最 小 二 乘 原则 ， 常 采用 使 偏差 的 平方 和 
Q= Sa = S| Da, 一 һү (6.1. 2) 
i=l tar j=1 
达到 最 小 值 来 作为 衡量 一 个 近似 解 的 近似 程度 的 标志 . 如 果 z, 
C=1,2,…,m) 的 取 值 ,使 偏差 平方 和 (6. 1. 2) 式 达到 最 小 , 则 称 
这 组 值 是 矛盾 方程 组 (6.1. 1) 的 最 优 近 似 解 . 
偏差 平方 和 Q 可 看 成 是 m 个 自 变 基 z, 的 二 次 函数 ,因此 , 求 
解 矛 盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 问题 归结 为 求 二 次 函数 Q@ 的 最 小 值 问 
题 .应 该 指出 ,因为 二 次 函数 @Q 是 т," r, 的 连续 函数 , 且 
Q= Xe = Dl Eaz- , >o, 
i=l i=l j=1 
故 一 定 存在 一 组 数 z ,zr t z, E Q 达到 最 小 值 . 由 高 等 数学 可 
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知 , 二 次 函数 Q 取 极 值 的 必要 条 件 为 


ае = 0 (k= 1,2,-.,т), 
х, 


而 


le 
1 
iM: 
N 
F— 
M: 
° 
н 
| 
= 
ЕЕ 


ааах, 一 а) 


ал) =; — 2 Уаш. 
i=) 


lI 

© 
= 
M: 


l 
~ 
1 
j= 


i 
i 


从 而 极 值 条 件 变 为 
Ef аны) х= Pad (&=1,2,,т). (8.1.3) 


АЯ m ЖЯ m 个 方程 式 的 线性 方程 组 (6. 1. 3) 称 为 对 应 
于 矛盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 法 方程 组 (也 叫 正规 方程 组 ). 由 上 述 推导 
可 以 看 出 ,法 方程 组 (6. 1. 3) 的 解 是 矛盾 方程 组 (6. 1. 1) 的 最 优 近 
似 解 . 
记 
Qu ар % Am 
A= aal fa t аы 
An Am ° Qnm, 
X = Tra TT, b= (bb, sbn)", 
则 方程 组 (6. 1. 1) 可 表示 为 
АХ = b. (6.1. 4) 
若 用 cu 表示 法 方程 组 第 k 个 方程 中 z 的 系数 ,用 d, 表示 法 
方程 组 第 & 个 方程 的 右 端 项 , 则 法 方程 组 (6. 1. 3) 可 记 为 


Уст, =d, (k= 1,2,+°,т), 
= 
其 中 
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cu = DY ans (k,j= 1,2,--*,m), 
Бу (6.1.5) 


记 
Cn С Cim 
Ca C22 ** Ст T 
Cm lai |: d= (dd. sdn)", 
Стр Сы I Ст, 


则 由 (6.1. 5) 式 可 知 ， 
С = АТА, а = A'b. 
于 是 法 方程 组 (6. 1. 3) 可 用 和 矩阵 表示 为 
сх=4 
或 
АТАХ = A'b. (6.1.6) 

显然 , C=4'4 为 对 称 和 矩阵 , 故 cu = ca. 

用 最 小 二 乘法 解 矛 盾 方 程 组 4AX=b 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

(1) Ж. АТА 和 4 ,得 法 方程 组 4'AX=A'b; 

(2) 求解 法 方程 组 ,得 出 矛盾 方程 组 的 最 优 近似 解 . 


$2 用 多 项 式 作 最 小 二 乘 曲线 拟 合 


若 取 基 函数 为 
ф(х) = 1, ф(х) = z, plz) = zt, =, ф(х) = а", 
则 它们 的 线性 组 合 
Р(х) = ao + ах + ад? + + ах" (m <n — 1) 
(6.2.1) 
АКТЕ z Н m 次 多 项 式 . 依 最 小 二 乘 原理 , 即 是 要 通过 给 定 的 数 
Hy) (一 1,2,…，)， 确 定 系 数 o，, 使 得 在 各 个 点 上 的 偏差 平 
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方 和 达到 最 小 . 为 此 ,将 n 对 数据 (zi,y) 代 入 (6. 2. 1) 式 ,就 得 到 
一 个 具有 m 十 1 个 未 知 数 w 的 n 个 方程 的 矛盾 方程 组 : 
ao + aii + azri 十 … + anti = y 


2 m 
ao + аа + ах, + ** + a,,z7 = уг, 


(6.2.2) 
ao + ах, + а? 十 … + a,z" = y,. 
其 矩阵 形式 为 
Аа = Y, 
式 中 
| Tı а, У 
a-l R = alyas El rae], 
1 <“, z£ се zm) * Yn 
它 对 应 的 正规 方程 组 为 
АТАс = АТУ. (6.2.3) 


这 是 关于 т+11 ЖЕ а, (j==0,1,2,…,m) 的 线性 方程 组 ,只 
要 它 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,就 可 求 得 方程 组 (6. 2. 2) 的 惟一 的 一 
组 最 优 近似 解 ,使 得 

e= [5 ә] 
取得 极 小 ,从 而 求 得 所 给 数据 的 最 小 二 乘 拟 合 多 项 式 . 

由 于 zzy, z, EF, BUERE A 的 m+ 1 个 列 向 基线 性 无 
关 , 从 而 A 的 秩 r(4)=m 十 1. 于 是 对 任 给 的 m+ 1 维 非 零 列 向 基 
Х, Ж AX20, H 

ХТАТАХ = (AX)'(AX) > 0 
知 АТА 为 对 称 正定 矩阵 ,从 而 АТА 非 奇异 . 因此 方程 组 (6. 2. 3) 的 
解 存 在 且 惟 一 . 
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由 于 


z т 
1 1 1 Н a 
TI 25 ж„||1 = x z; 
Y = 2 ? 2 
AA= |а z 2.111 zx = 7 
р ж; 311 In zx, 2 
т n n 
а Б Д s 08 
1 i=} i=) 
" А a 
` ` 28, 和 mt 
2o фт О 
= i = 1 1 , 
н а А п 
T т уи Л 2" 
У Ух" Мат" т Ма 
Lm i=1 j=] 1 


PESES RAN НЕН АЙН. n, Dz Уза], 


大 节约 计算 量 . 
最 后 ,给 出 利用 多 项 式 作 最 小 二 乘 数据 拟 合 的 具体 步骤 如 下 : 
(1) 计算 法 方程 组 的 系数 矩阵 和 常数 项 的 各 元 素 ， 
D = п, Уа, Уа, 6, Уа; 
i=l 1 = i=1 


У». Уза, У», 6, Уат, 
(2) ЯШ BEH F В ЗЕ С ЕЭМ НН ас ,ar ， 
esan УЗЕО 4 # Ji 
Р(х) =a; + aí z + a; z2 + + + арх". 
例 1 通过 实验 获得 数据 如 下 : 
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Уй, Jate, Ул", КОНЕ ОЕ ИШЕНЕР И. ХРЕН Ж 
1 i=1 im) 


2, 1 2 3 4 6 7 8 


У 2 3 6 7 5 3 2 


试用 最 小 二 乘法 求 多 项 式 曲线 ,使 与 此 数据 组 相 拟 合 (计算 取 4 位 
小 数 ). 

解 с) 作 散 点 分 布 图 

将 数据 (zi,y) 描 在 坐标 纸 上 , 如 图 6-1 所 示 . 


y 


o| -ny ьул оз o 


12345678 х 
图 6-1 
从 图 可 以 看 出 ,点 的 分 布 近似 为 抛物 线 . 
(2) 确定 近似 表达 式 
设 拟 合 曲线 为 二 次 多 项 式 
y = @(z) = а + az + az, 
(3) 建立 法 方程 组 


了 7 
h=7, Da 31, 2 179, У2?=1171, 2)x!=8147; 
i=l 


y=28, РРР У)уа?=635, 
故 法 方程 组 为 


7 31 179] [а 28 
31 179 1171||a |= |121|. 
179 1171 8147 2 635. 
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(4) 求解 法 方程 组 得 
а = — 1. 3185, а = 3. 4321, а, =— 0.3864, 
故 所 求 拟 合 曲线 为 
y = ф(х) =— 1.3185 + 3. 4321z 一 0.3864z2. 


例 2 在 一 物理 实验 中 , 测 得 电压 V 与 电流 了 的 一 组 数据 如 
下 : 


Vi/V 1 2 3 4 5 6 7 8 


li/mA 15.3 20.5 27.4 36.6 49.1 65.6 87.8 117.6 


试用 最 小 二 乘法 求 最 佳 数据 拟 合 函数 ， 
解 将 数据 描 在 坐标 纸 上 , 如 图 6-2 所 示 . 


图 6-2 


从 图 看 出 ,点 的 分 布 近似 为 指数 曲线 . 故 可 取 指 数 函 数 I = ae” 
(a,b 为 常数 ) 作 为 拟 合 函数 比较 合适 , 此 时 只 要 求 出 常数 a,b, 就 
可 找到 最 佳 拟 合 函 数 . 但 是 ,这 是 一 个 关于 а,» 的 非 线性 模型 , 故 
应 首先 通过 适当 变换 ,将 其 化 为 线性 模型 ,然后 再 利用 最 小 二 乘法 
去 求解 .为 此 ,我 们 对 函数 了 =ae” 两 边 取 常 用 对 数 有 
lg7 = lga + bVlge. 
令 wu 二 lg1 ,并 记 4=iga,B 一 中 ge, 则 得 线性 模型 
u= А + BV. 
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以 下 计算 步骤 类 似 于 例 1. 
由 表 6-1 可 计算 法 方程 组 的 各 系数 和 右 端 项 . 


表 6-1 

V, L u; v? Уш; 

1 15.3 1.1847 1 1.1847 
2 20.5 1.3118 4 2. 6236 
3 27.4 1. 4378 9 4.3134 
4 36.6 1. 5635 16 6. 2540 
5 49.1 1. 6911 25 8. 4555 
6 65.6 1. 8169 36 10. 9014 
7 87.8 1. 9435 49 13. 6045 
8 117.6 2.0704 64 16. 5632 


8 8 
n=8, DV=36, УИ? = 204, 
і 


i=l 


8 
уун, = 13.0197, $, Viu = 63. 9003, 
iel 


i=) 
于 是 法 方程 组 为 
[ 8 aj- [к Үй 
36 204JLBJ L63. 90033’ 
解 得 A=1.0584,B=0. 1265. 进而 可 得 a=11. 4393,b=0. 2912. 
故 最 佳 拟 合 函 数 为 
1 РАР 11. 4393е" 29127 


本 章 小 结 


曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 是 计算 机 数据 处 理 的 重要 内 容 , 也 是 
函数 遂 近 的 另 一 重要 方法 , 它 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 
用 多 元 二 次 多 项 式 求 极 值 的 方法 导出 了 一 般 线 性 最 小 二 乘 问题 的 
法 方程 组 ,并 讨论 了 其 解 的 存在 惟一 性 , 某 些 非 线性 问题 可 以 转化 
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为 线性 问题 得 以 解决 . 对 实际 问题 而 言 , 拟 合 曲线 的 选 型 是 一 个 极 
其 重要 而 又 比较 困难 的 问题 ,必要 时 可 由 草图 观察 选取 几 种 不 同 


类 型 的 拟 合 曲线 ,再 以 其 偏差 小 者 为 优 ,经 检验 后 表决 定 最 后 的 取 
&. 


算法 与 程序 设计 实例 


曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 . 
算法 
已 知 数据 对 (zi,y) (j= 二 1,2,…,n). 求 多 项 式 


P(x) = Ујал (т < п), 


10 


Plassa yam) = | Уа) = y) ; 
j=1 '=0 


为 最 小 . 注意 到 此 时 р, са) =a, EHRAM aora ran 满足 下 
面 的 线性 方程 组 ; 


使 得 


So S … S, 


ao To 
Si S: ` Sayi| |a S Тү 
Sm Smp с Sem Loan T, 


" 


其 中 S, = Уул) (k=0,1,2,,2m), 


j=1 


Т, = Sya! (k= 0,1,2,+е,т), 
然后 只 要 调用 解 线性 方程 组 的 函数 程序 即 可 
实例 
由 化 学 实验 得 到 某 物质 浓度 与 时 间 的 关系 如 下 ， 
utia e 1 2 3 


4 5 6 7 8 
浓度 y | 4.00 6.40 8.00 


8.80 9.22 9.50 9.70 


9.86 
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时 间 : | 9 10 11 12 13 14 15 16 


浓度 > [10.00 10.20 10.32 10.42 10.50 10.55 10.58 10.60 


求 浓度 与 时 间 的 二 次 拟 合 曲线 . 
程序 和 输出 结果 

#include (stdio. h) 

#include (alloc. h> 

#include (math. h) 


void main() 


《 
inti; 
float *a; 
float x[16]=11,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 
15,16); 
float y[16]= (4.00,6.40,8.00,8.80,9.22,9.50,9.70, 
9. 86,10. 00,10. 20,10. 32,10. 42,10. 50, 
10. 55,10. 58,10. 60}; 
float * Approx (float * , float ж , int, int); 
a=Approx(x,y,16,2); 
clrscr(); 
forG=0;i<=2;i ++) 
printf ("a[ %4]= %fNn”,i,a[i]); 
већ (0); 
) 


float * Approx(float * x, float wy, int m, int n) 
{ 

float жс, жа; 

int i, js t; 


float power (int, float); 
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float * ColPivot (float * , int); 
c= (float * )malloc((n + 1) * Cn 十 2) * sizeof (float)); 
Íforü=0;i<=n;i+ +) 
{ 
{ог()=0;)< =п;) +) 
{ 
x (с+і ж (0+2) +)) = 0. 0; 
for(t=0;t<=m—1l;t++) 
ж (c+i* (n+2)+j)+ =power(i+j,x[t]); 
) 
* (с+і * (n+2)+n+1)=0.0; 
for(j=0;j<=m-—1;)++) 
x (сі ж (n+2)+n+1)+=y[j] * power(i,x[j]); 
) 
a=ColPivot((float *#)с,п-+Е1); 
return a; 
) 
float * ColPivot(float *a, int n) 
( 
int i,j,t ,ks 
float *x,*c,p; 
x= (float * )malloc(n x sizeof (float)); 
c= (float * )malloc(n x (n+1) * sizeof(float)); 
for =0;i<=n—1;i ++) 
forG=0;j<=n;j+ +) 
ж (Cc 十 ix (n+-1) +j)=( * (ati * (n+1)+j)); 
forG=0;i<=n— 2; ++) 
{ 
к= 
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forj=i+1;)<=n—1;j+ +) 
if(fabs( x (c 十 jx (n+1)+i)) 
>> (fabs( * (c 十 kx m+1)+i)))) k=j; 
if(k! =i) 
for (j=i;j;<=n;j+ +) 
p= * (c+i* n+1)+j); 
* (c+i* (0+1) +j)= * (c+-k* n+1)+j); 
* (c+k ж (n+-1)+j)=p; 
) 
for(j=i+1;)<=n—1;j+ +) 
{ 


р=(* (с+)* (n+1)+i)) 
/Cx (ctix (n+-1)+i)); 
Íor(t=i;t<=n—1l;t++) 
ж (сј ж (n+1)+t) 
= ж (с+ј ж (п+1) +0) 
—p* (* (с+і ж (0+1) +0)); 
* (с+) ж (0+1) +) – 
= x (с+і * (041) Ға) * p; 


} 
for(i=n—1;i>=0;i——) 
{ 
forG=n—1;j>=i+1;j——) 
(ж (c+i* (n 十 1) 十 n)) 一 
=x[j]* Cx (ctix (n+1)+j)); 
х[1]= ж (c+ix n+1)+n) 
/Cx (ctin (n+1)+i)); 
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) 
{тее(с); 
return x; 
) 
float power (int i, float v) 
Ç 
float a=1. 0; 
while(i 一 一 ) ax =v; 


return а; 


输出 结果 如 下 ， 
a[0]=4.387500, а[1]=1. 065962, 
a[2]= 一 0. 044466. 
因此 二 次 拟 合 多 项 式 为 
y(t)=4.3875 二 1. 0659621 一 0.044466t?, 


思 考题 


1. 何谓 最 小 二 乘 原理 ? 为 什么 要 研究 最 小 二 乘 原 理 ? 用 最 小 
二 乘法 求 函数 近似 表达 式 的 一 般 步 又 如 何 ? 它 与 插值 函数 求 近似 
式 有 何 区 别 ? 


2， 最 小 二 乘 问题 的 法 方程 组 是 如 何 构造 出 来 的 ? 它 是 否 存在 
惟一 解 ? 
3. 何谓 矛盾 方程 组 ? 如 何 求解 ? 
习 题 六 


1. 求 线性 方程 组 
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2z + 42» = 1, 
Зд 一 52, = 3, 
x + 25; = 6, 
4z, 十 2т; = 14 
的 最 小 二 乘 解 (计算 取 4 位 小 数 ). 
2. 试用 最 小 二 乘法 分 别 求 一 次 和 二 次 多 项 式 ,使 与 下 列 数据 
相 拟 合 (计算 取 3 位 小 数 ) ,并 比较 两 条 拟 合 曲线 的 优 劣 ， 


Ti 1.36 1.49 1.73 1.81 1.95 2.16 2. 28 2.48 


Y 14.094 15.069 16.844 17. 378 18.435 19.949 20.963 22.495 


3. 试用 最 小 二 乘法 求 形 如 y=a 十 bx? 的 多 项 式 , 使 与 下 列 数 
据 相 拟 合 ( 计 算 取 3 位 小 数 ). 


+, 19 25 31 28 “ 


y, 19.0 32.3 49.0 73.3 97.8 
4. 观测 一 个 物体 的 直线 运动 , 测 得 数据 为 


时 间 i/s 0 0.9 1.9 3.0 3.9 5.0 


距离 s/m 0 10 30 50 80 110 


求 该 物体 的 初速 度 及 加 速度 (假定 为 常数 ) (计算 取 3 位 小 数 ). 
5. 某 种 铝 合金 的 含 铝 基 为 z% ,其 熔 解 温度 为 yC ,由 实验 测 
得 x 与 y 的 数据 为 


试用 最 小 二 乘法 建立 z 与 у 之 间 的 经 验 公 式 ( 计 算 取 4 位 小 数 ). 
6. 设 一 发 射 源 的 发 射 强度 公式 为 T=1oe“, 测 得 7 与 :的 数 
据 为 
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试用 最 小 二 乘法 确定 1, 与 (计算 取 3 位 小 数 ). 
т. 求 形 如 у=ае” (a,b 为 常数 且 a 之 0) 的 经 验 公 式 ,使 它 能 
和 下 表 数 据 拟 合 ( 计 算 取 4 位 小 数 ). 


Ti 1.00 1.25 1. 50 1.75 2.00 


Yi 5.10 5.79 6. 53 7.45 8. 46 


8. 用 最 小 二 乘法 求 一 个 形 如 
у = ф(х) = a + пт 
的 经 验 公 式 , 使 其 与 数据 


ЕЛ 1 2 3 4 


y, 2.5 3.4 4.1 4.4 


相 拟 合 (计算 取 4 位 小 数 ). 
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第 七 章 ”数值 微 积分 


实际 问题 中 常常 需要 计算 定 积分 . 在 微 积分 中 RIAA, ® 
顿 - 莱 布 尼 兹 公式 是 计算 定 积分 的 一 种 有 效 工具 ,在 理论 和 实际 计 
算 上 有 很 大 作用 . 对 定 积分 1= f(z)dz, 若 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 
连续 , 且 f(z) 的 原 函 数 为 F(z), 则 可 计算 定 积分 


I= [сова = F(b) — F(a). 
但 在 工程 计算 和 科学 研究 中 ,经 常会 遇 到 被 积 函 数 SOT 
列 一 些 情况 : 
O f(x) 本 身 形式 复杂 , 求 原 函 数 更 为 困难 . 例如 
f(r)=Maritbrte. 
(2) f(x) 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 形式 表示 . 例如 


1 - = Er sing 
Fiz “1? 和 


D f(z) 虽 有 初等 函数 形式 表示 的 原 函 数 ,但 其 原 函数 表示 
形式 相当 复杂 . 例如 S= 

(4) f(z) 本 身 没有 解析 表达 式 ,其 函数 关系 由 表格 或 图 形 给 
出 , 例如 为 实验 或 测量 数据 . 

以 上 情况 都 不 能 利用 牛顿- 莱 布 尼 效 公式 方便 地 计算 该 函数 
的 定 积分 ,满足 不 了 实际 需求 .因此 ,有 必要 研究 定 积分 的 数值 计 
算 问题 ;另外 ,对 一 些 函 数 的 求 导 回 题 ,其 求 导 、 微 分 也 相当 复杂 ， 
也 有 必要 研究 求 导 、 微 分 的 数值 计算 问题 . 本 章 主要 介绍 数值 求 积 
分 和 数值 求 微分 的 方法 
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$1 牛顿 - 柯 特 斯 (Newton-Cotes) 公 式 


一 、 数 值 求 积 的 基本 思想 
МЕ f(z) 为 已 知 时 ,我 们 讨论 如 何 计 算 定 积分 
1= [Sode 


为 了 避 开 求 原 函 数 的 困难 ,我 们 通过 被 积 函 数 f(z) 的 值 来 求 
出 定 积分 的 值 . 由 积分 中 值 定理 : 对 于 连续 函数 f(x), 在 [a,5] 内 
存在 点 ,有 


I= [лса = (ф—а)/@) (а<&<%. 


但 的 值 一 般 是 不 知道 的 ,因而 难以 准确 计算 Fe) 的 值 . 我 们 称 
/7(6) 为 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 平均 高 度 . 若 能 对 /($) 提 供 一 种 近 
似 算法 ,就 可 得 到 一 种 数值 积分 公式 . 如 最 简单 的 形式 


b 
I = | Foda ~ @ — afla), (1.1.1) 
I = /dz ~ Ф — a) fO), (7.1.2) 
b 
1= [сода ~ @ — а 0 А (7.1.3) 


以 上 三 个 公式 分 别称 为 左 矩形 . 右 矩 形 及 中 矩形 公式 ,其 几何 意义 
是 明显 的 、 
更 一 般 地 ,f(z) 在 [a,6j 内 十 1 个 节点 x; 处 的 高 度 为 f (zi) 
Qi 二 0,1,…,n) ,通过 加 权 平 均 的 方法 近似 地 得 出 平均 高 度 (6)， 
这 类 公式 一 般 形 式 为 
I= ffa = JAS). (7.1.4) 


720 


我 们 称 z; 为 求 积 节点 , 称 A, 为 求 积 系数 (或 节点 г, 的 权 )， 
记 
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R.[/1 = [уо 2 DASE), (7.1.5) 


称 R,[ 放 为 求 积 公 式 (7.1.4) 的 截断 误差 . 

这 类 求 积 方法 通常 称 为 机 械 求 积 方法 ,其 特点 是 直接 利用 某 
些 节点 上 的 函数 值 计 算 积 分 值 ,从 而 将 积分 求 值 问题 归结 为 函数 
值 的 计算 ,这 就 避 开 了 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 需要 寻求 原 函 数 的 困 
难 . 


二 、 插值 型 求 积 公式 


用 拉 格 朗 日 多 项 式 L,《x) 作 为 (xz) 的 近似 函数 , 设 [a,6] 上 
的 节点 为 


a = zo < z, < L rz, = b, 


则 有 L,G) = J LODS), 

其 中 102) = i T 
у=! 

则 计算 定 积分 时 ,f(x) 可 由 L,(zx) 代 震 , 有 


rb 


1= | fdz ~ [К 


= [Erosa 
a jm) 
bi b 

= Llæ)dz) fta). 
zi (z) z] (z 

记 
b 
А = асдаг, (7.1.6) 
则 有 公式 
I= [лова = УЛА), (7.1.7) 


i=0 


其 中 А, 只 与 插值 节点 т, 有 关 , 而 与 被 积 函 数 f(z) 无关 . 公式 
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(7. 1.7) 称 为 插值 型 求 积 公 式 . 
由 拉 格 朗 日 插值 余 项 可 知 ,公式 (7. 1.7) 的 截断 误差 


R,[/]= [ue = L,(z) Jdz 
= = [eos coa, (7.1. 8) 
其 中 e, (z) 一 H e-o, & € (а,б). 
三 、 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 


在 插值 型 求 积 公式 中 , 若 取 等 距 节点 ,将 区 间 [a,5] ”等 分 , 记 
Я аі G=0,1, A= TE 这 样 ,计算 A 的 公式 
(1.1. DEPE EE =a tth 后 可 简化 为 


A= | ПЕ £= ar = f ПЕ луш 


b-a GOD ("ү А 
= 一 херде Ра. 


记 
с? -IGPR l (t — j)dt, (7.1.9) 
则 有 А = b- 265 (7.1.10) 
B Ls [соч ~ (b— а) Xc feo, (7.1.11) 


КР CP" 是 不 依赖 于 f(z) 和 区 间 [a,6] 的 常数 . 称 公式 (7.1.11) 
为 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 , C;” 称 为 柯 特 斯 系数 . 

由 式 (7.1. 9) 可 得 柯 特 斯 系数 具有 以 下 性 质 ， 

(1) C” 一 C (对 称 性 ); 

(2) Deot). 
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特别 地 , 当 a =1 时 


1 
Co = Ch = Ja: = 
0 


2， 


b = 
I = | /dr ~ 2 сауса) + АЈ, (71.12) 
公式 (7.1. 12) 称 为 梯形 公式 . 
№ n=2 h} 
1 Ë 1 
e cev 1 == ер Т 
Cu = CPU ma de Ddr 6" 


2 


a E z = SS 
C = re 2)dt 6， 


> 


I= [сов = t= [fay + a=] + fo], 


(7. 1.13) 
公式 (7.1. 13) 称 为 辛普森 (Simpson) 或 抛物 公式 . 
> n=4 时 ,类 似 地 


b РЕР 
I= | f(x)dxr ~ EPS) + 32f (ху) + 12f (x2) 


+ 327023) + 7/(х,)], 


д^ Ф@=0,1, 34), лм) 


公式 (7, 1. 14) 称 为 柯 特 斯 公式 . 
为 了 便于 应 用 ,将 部 分 柯 特 斯 系数 列表 如 下 : 


Zi 一 4 十 1 


n сө 
| БЕЙЛЕ 
1 2 2 
1 4 1 
6 6 6 
1331 
š гв 8 в 
7 32 12 32 7 


s| 
8 
1 
о 
z| 
© 
si 
5 
sI 
о 
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( 续 表 ) 


19 75 50 50 75 19 


288 288 288 288 288 288 
41 216 27 272 27 216 41 


@ 


6 840 840 840 840 840 840 840 
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 _751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 
8 989 5888 —928 10496 —4540 10496 —928 5888 _989 


28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 


从 表 可 看 出 ,4 较 大 时 , 柯 特 斯 系数 较 复杂 , 且 出 现 负 项 , 计 
算 过 程 的 稳定 性 没有 保证 ,一 般 较 少 使 用 . 梯形 公式 、 辛 普 森 公式 
和 柯 特 斯 公式 是 最 基本 、 最 常用 的 求 积 公式 ,其 截断 误差 可 由 下 述 
定理 给 出 . 
定理 1 车"(x) 在 [a,6bJ 上 连续 , 则 梯形 公式 (7.1.12) 的 截 
断 误差 
REA =- 07, elab) (1л) 
# f(x) 在 [a,b] 上 连续 , 则 辛普森 公式 (7.1. 13) 的 截断 误 


差 
к= ауе) 
3 -A FOE, £ € [а,Ь]. (7.1.16) 
E f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 则 柯 特 斯 公式 (7. 1. 14) 的 截断 误 
差 


= (ф—а)' (6) 
R.[f]= АГ ©) 


=- (©) лос £ € [a,b]. (7.1.17) 
4951 4 š е" 


例 1 分 别 利用 梯形 公式 ,辛普森 公式 和 柯 特 斯 公式 计算 
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r= |, raz, Жыт ЕЙ. 
解 (1) 用 梯形 公式 
1 = 9560.5 + 1) ~ 0.4267767. 
(2) 用 辛普森 公式 
Ix 950.5 + 4/0. 75 + 1) == 0. 43093403. 
(3) 用 柯 特 斯 公式 
I~ © ат 0.5 + 32/0628 + 12 M0.75 


+ 32 M0.875 + 7) 
~ 0. 43096407. 
精确 值 


1 1 
1=| Мак =£ vz | = 0. 43096441, 
0.5 0.5 


由 此 知 三 种 计算 方法 计算 的 结果 分 别 具 有 2 位 ,3 位 、6 位 有 效 数 
=. 


$2 龙 贝 格 (Romberg) 求 积 公 式 


一 、 复 化 求 积 公式 

为 了 提高 数值 积分 的 精确 度 ,将 区 间 [a,6] 等 分 为 个子 区 
间 , 在 每 个 子 区 间 上 用 基本 求 积 公式 ,然后 再 累加 得 出 新 的 求 积 公 
式 .这 样 既 可 提高 结果 的 精度 ,又 可 使 算法 简便 易于 实现 . 这 种 求 
积 公式 称 为 复 化 求 积 公式 . 

将 区 间 [a ,的 分 为 ”等 分 ,记分 点 z==a 十 ih G=0,1,- n), 
hh 一 4 称 为 步 长 . 子 区 间 为 [ws] G—1,2,=- n). 

若 在 每 个 小 区 间 [x-,,z:] 上 应 用 梯形 公式 (7. 1.12), 即 
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f Sade ж уа) SaD] G = 1,2), 
si 1 
则 有 I= [| reyaz = 5f f(r)dr 

ні isl Y Ti 


= EDI) + 70] 


h ш 记 为 ，， 
= Л + 2а) + fo JEST, (7.2.1) 


(7.2. 1) 式 称 为 复 化 梯形 公式 . 
类 似 地 ,也 有 复 化 的 辛普森 公式 


у= "i 
> h 和 ` р Я 
5, = ç [ro F “Ло + гечә + sæ], 


其 中 ту = z + yh (7.2.2) 
以 及 复 化 的 柯 特 斯 公式 

. h й=1 n—l = 

С, = [1/а› +зг учн ERES 


nl nl] 
十 322 (ri HUDS) + ?f(b)], (7.2.3) 
1=0 ial 


其 中 жыр = z + +h, = у= л+л = 4 3, 
[даг i+ 1+4 4 
定理 1 设 /(z) 在 区 间 [a,b] 上 具有 连续 的 二 阶 导数 , 则 复 


化 梯形 公式 的 截断 误差 为 
RiLf] =— Q) WE аюу. (7.2.4) 


证 明 由 本 章 $ 1 定理 1, 在 区 间 [zi,zi+1j 上 梯形 公式 的 截断 
误差 为 


3 
- Буа), NE (Tisti) т=0,1,",п — 1, 


误差 相 加 RLA = [rey = T, =- E 51 op, 
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由 于 所 (zx) 在 [a,6b] 上 连续 ,所 以 在 [a,6] 内 必 存 在 一 点 7, 使 得 
"Оор = LS pa, 
于 是 有 д] = 76), тє (b). 
K R e T 
Rs[ 门 一 一 аур, NE (a,b), (7.2.5) 
以 及 复 化 柯 特 斯 公式 的 截断 误差 为 


Re[ 门 = 一 2024 A) FOM, n€ (а,Ь). 


(7.2.6) 

例 ! 计算 积分 7= | edz ,着 要 求 误差 不 超过 荆 x10-… 分 别 

用 复 化 梯形 公式 和 复 化 李 普 麻 公 式 计算 , 问 至 少 需 各 取 多 少 个 节点 ? 
ЖОШ fG)=er, 0) 70 (rz) 一 e 得 


max Pa| = max 17 (х) | = е. 
€ (o. 
由 式 (7. 2.4) 有 
Р 286 1 一 4 
7 < туя < + X 104, 


解 出 n>67, 3, 故 用 复 化 梯形 公式 n 至 少 取 68, 69 个 节点 ， 
由 式 (7. 2.5) 有 


1 = 
МЛ < gya S z 10° 


Жї n>2.1, НЯ Ika katak n 至 少 取 3, 即 需 7 个 节点 ， 
二 、 变 步 长 求 积 公式 
复 化 求 积 公 式 在 使 用 时 ,必须 事先 给 出 合适 的 步 长 , 在 实际 问 
题 中 ,有 时 导数 绝对 值 上 界 很 难 估计 ,从 而 误差 也 不 好 估计 .所 以 ， 
在 实际 计算 中 , 常 采 用 变 步 长 的 计算 方案 , 即 步 长 逐次 分 半 , 反 复 
利用 复 化 求 积 公式 进行 计算 ,并 同时 查看 相继 两 次 计算 结果 的 误 
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差 是 否 达 到 要 求 , 直 到 所 求 得 的 积分 近似 值 满足 精度 要 求 为 止 . 下 
面 以 复 化 梯形 公式 为 例 ,介绍 变 步 长 的 求 积 公式 . 

设 求 积 区 间 [a ,bj 分 为 n 等 分 ,共有 nn 十 1 个 节点 ,由 复 化 梯形 
公式 得 

T,= L|) +25 + so], һ=*=“, 
若 将 求 积 区 间 再 二 分 一 次 ,分 为 2 个 子 区 间 , 2n 十 1 个 节点 ,为 了 
讨论 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 的 关系 ,考察 一 个 子 区 间 [xi,zit1], 其 
中 点 为 zi+4' 该 子 区 间 上 二 分 前 后 的 两 个 积分 值 分 别 为 
Ti = EGD + flr] 


K T,= ALGO + 276) + SEd] 
显然 有 关系 
T, = TT, + Ауа). 

将 这 一 关系 式 两 边关 于 i 由 0 到 nn 一 1 累加 求 和 , 则 有 下 列 关系 式 

Ta = іт, + tS уш р. 7.2.7) 
上 式 即 为 二 分 前 后 区 间 [a, 妇 上 积分 值 了 , 与 7, 的 递 推 公式 ,在 计 
ЖЯ Ты], T, 为 已 知 数据 ,只 需 累加 新 增 的 分 点 4 的 函数 值 
f(zi43), 使 计算 其 节约 一 半 . 计算 过 程 中 ,常用 [Tun T, < 是 否 
满足 作为 控制 计算 精度 的 条 件 . EW E Tan 1 EME E 
不 满足 , 则 再 将 区 间 分 半 , 直 到 满足 要 求 为 止 ， 


三 、 龙 贝 格 求 积 公式 


我 们 对 递 推 化 的 梯形 公式 进行 修正 ,希望 提高 该 公式 的 收敛 
速度 . 由 复 化 梯形 公式 的 误差 (7.2.4) 式 ,有 


I —T,, _ 1 P 
I—T, 4 Рр 


212 


# "(zx) 在 [a,5b] 上 变化 不 大 , 即 有 fr) =s fO). 则 在 二 分 之 后 


误差 是 原先 误差 的 二 倍 , 即 全 他 之, 可 得 


I~ $T, = Іт, 2 7, (7.2. 8) 
TEYE T Т8 1. 
事实 上 ,容易 验证 S,= 了 ,这 说 明 用 二 分 前 后 的 两 个 梯形 公式 
{& T, 和 7Tz 按 (7. 2.8) 式 组 合 ,结果 得 出 的 是 辛普森 公式 S,. 
类 似 地 ,由 辛普森 公式 逐次 分 半 , 有 


I- Su 1 
I—S, *16' 
可 得 
165 Де 
I~ 15» — 165 
也 可 验证 右 端 即 为 柯 特 斯 公式 的 值 C,, 即 
16 Eg 
С, = 155 — 159" (7.2.9) 
同样 ,由 柯 特 斯 公式 逐次 分 半 , 有 
T— C, 1 
I—C, 64’ 
可 得 
64 E> 
Ix ЗС 53€ 
将 该 式 右 端 记 为 
64 1 
К, = 636" ЕЕ 530” (7.2. 10) 


RCO. 2.10) 称 为 龙 贝 格 公式 ， 

我 们 在 步 长 二 分 的 过 程 中 运用 公式 (7. 2. 8), (7. 2.9), 
(7.2. 10) 修 正三 次 , 便 将 粗糙 的 梯形 公式 积分 值 T, 逐步 加 工 成 精 
度 较 高 的 龙 贝 格 公式 积分 值 R,, 这 种 加 速 方法 称 为 龙 贝 格 算法 . 
其 计算 流程 图 如 下 所 示 ， 
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梯形 序列 FER ” 柯 特 斯 


T, 序列 序列 
м 

T, > S 

м м 

Т, > 5, — С, 
м м 
те 5. = С 
бм м 


Ss 


例 2 用 龙 贝 格 算法 计算 积分 I= 


с, 


=> $x10- (其 精确 值 为 x). 


[ое 


龙 贝 格 
序列 


К, 


$o V Z 


К, 


zdx ,要 求 误差 不 超 


н 计算 结果 见 下 表 ， 

p КИИ “梯形 序列 辛普森 序列 柯 特 斯 序列 IREA 
n=2 T, 54-1 Ca- Rý- 

0 1 3 

1 2 3.1 3.133333 

2 4 3.131177 3.141569 3.142118 

3 8 3.138989 3.141593 3.141595 3.141586 

4 16 3.140942 3.141593 3.141593 3.141593 

5 32 3.141430 3.141593 3.141593 3.141593 


ЁК 123. 141593. 


93 高 斯 型 求 积 公 式 


一 、 代 数 精确 度 


定义 1 若 求 积 公式 
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Гуса = УА, (ть), 
а [ет] 


对 于 任意 不 高 于 m 次 的 代数 多 项 式 都 准确 地 成 立 , 而 对 于 m 十 1 
次 多 项 式 却 不 能 准确 成 立 , 则 称 该 求 积 公式 具有 m 次 代数 精确 
度 . 

由 上 述 定义 和 积分 性 质 易 知 : 求 积 公式 


[олсаг = УЛАС) 
e k=0 


АЖ m 次 代数 精确 度 的 充 要 条 件 是 该 公式 对 f(x) 二 1,x а" 
能 准确 成 立 ,而 对 f(x) 二 x”' 不 能 准确 成 立 ， 
例如 梯形 公式 


frode = 


И F La + fo), 
可 以 验证 ,对 于 702) 1, 准确 成 立 , 但 对 f(z) 二 zx? 却 不 准确 成 
立 , 所 以 梯形 公式 的 代数 精确 度 m 1. 

由 插值 型 求 积 公式 的 余 项 (7. 1. 8) 易 得 

定理 1 含有 z 十 1 个 节点 (i 二 0,1,…，,n) 的 插值 型 求 积 公 
RCO. 1.7) 的 代数 精确 度 至 少 为 n. 

定理 2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 (7. 1. 11) 的 代数 精确 度 至 少 是 x. 
特别 地 , 当 为 偶数 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公 式 的 代数 精确 度 可 以 
达到 ”十 1. 

证 明 〈 主 要 证 明定 理 后 半 部 分 内 容 ) 

IREK n=2k 时 ,公式 对 F(z)=z 精确 成 立 , 由 误差 


А b ГАМ: 
к= |, CES 
x=a+th 


o 
e(z)dz = J wp (z)dz 


[еа 1). — n)dt 
‚ 


п = 26 rz 
= wt гарна = Юа k — 1) 
0 


w= 
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u=t—k k 
— J OE би uta эЛ) 
—k 


eeu — k + 1) (и — k)du, 
令 


Н(и) = (и+®Ю)(и++Ё—1)еиби—1)+(и—Ё-+-1)(и—ЁЮ, 
则 
H(— u) = (— Ни) =— HU). 

В 及 (ww) 是 奇 函 数 , 故 R=0. 这 说 明 , 当 为 偶数 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 
求 积 公式 的 代数 精确 度 可 达 n+l. 

辛普森 求 积 公式 , 即 一 2 时 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 ,其 代数 精确 
度 为 3. 

二 、 高 斯 型 求 积 公式 


当 节 点 等 距 时 ,插值 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 是 n R n1. 
若 对 节点 适当 选择 ,可 提高 插值 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 , 对 具有 
nn 十 1 个 节点 的 插值 型 求 积 公式 ,其 代数 精确 最 高 可 达 2n 十 1. 
定义 2 将 n 十 1 个 节点 的 具有 2n 十 1 次 代数 精确 度 的 插值 
型 求 积 公式 
[лаах = J ААС) 


称 为 高 斯 型 求 积 公式 ,节点 zx KARRA, А, 称 为 高 斯 系数 . 
对 于 高 斯 型 求 积 公式 ,下 面 主要 讨论 如 何 确定 高 斯 点 z, 及 高 
斯 系数 A. 


我 们 以 | сас 为 例 ,一 点 高 斯 公式 是 中 矩形 公式 
| Fdz ~ 20, 


其 高 斯 点 为 z = 0, А А„=2. 
现 推导 两 点 高 斯 公式 
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| 
| fu)dz ~ Aof (л) + Alfa) 
=l 
三 次 代数 精确 度 , 即 要 求 对 /(х)=1,т›х°‚л* 准确 成 立 , 有 
A, + Al = 2, 
Ato + Az) = 0, 
А? 十 Az? = Z, 
Ас + Аул? = 0, 
解 之 得 mu 一 一 zi -J4 A=1. ARH 


[5 fedr ~ f| — 


=J)+ 2). (7.3.1) 
对 任意 求 积 区 间 [a,6], 可 通过 变换 2—26, aa 
间 [ 一 1,1J 上 ,这 时 
fend == sj z = + 20) а, 
相应 的 两 点 高 斯 型 求 积 公 
[soat f 


2 


+2 b b—a atb 
1 ч геа z |) 
(7.3.2) 
更 一 般 的 高 斯 型 求 积 公 式 虽 可 化 为 代数 方程 问题 ,但 求解 困 
Ж. 我 们 给 出 高 斯 点 的 基本 特性 定理 . 
定理 3 节点 хл, (kt 一 0,1,…，) 为 高 斯 点 的 充 要 条 件 是 以 这 


些 点 为 零点 的 多 项 式 op (z) = TI (x 一 xi) 与 任意 的 次 数 <n 的 


多 项 式 PCz) 在 [a,b] 上 正 交 , 即 


7+ 


„ 
| P(z)o, ,(z)dz = 0. 


证 明 必要 性 а, (k=0,1,…,n) 是 插值 型 求 积 公式 的 
高 斯 点 ，P (zx) 是 次 数 不 超 过 的 多 项 式 , 则 P(z)w,i1(z) 是 次 数 
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不 超过 2n 十 1 的 多 项 式 , 由 高 斯 点 定义 及 
Фб) = 0, (6 = 0,1, n), 


; А 
有 | P(z)e, (ode = YAP ao (хә) = 0. 
р 名 


充分 性 ” 设 w+i(zx) 与 任意 的 次 数 不 超 过 的 多 项 式 正 交 , 设 
f(x) 是 任 一 次 数 不 超 过 2n 十 1 的 多 项 式 , 则 必 存 在 次 数 不 超 过 n 
的 多 项 式 P(z) ,Q(x), 使 

f(x) = P(a)e,, i (z) + QG). 
由 插值 型 求 积 公 式 至 少 具有 ”次 代数 精度 , 且 

w, lT) =0, #Ё=0,],*,л 
故 有 


b b è 
f f(aydr= | Р(х)о, у (х)ӣх + [са 


= 0 十 [есоаг = ЎА) 


k=0 


= Ў АРС) + Об] 


= Dafa. 

可 见 ， 求 积 公式 至 少 具有 2n+1 次 代数 精确 度 . 而 对 于 2n 十 2 

次 多 项 式 
f(x) = ola (z), 

有 [соаг > 0. 
所 以 , 求 积 公式 的 代数 精确 度 是 2n+l,z (4 二 0,1,…,n) 是 高 斯 

由 定理 3 可 知 ， 

(1) 具有 ?十 1 个 节点 的 插值 型 求 积 公式 的 代数 精确 度 最 高 
是 2* 十 1, 因 此 ,高 斯 型 求 积 公 式 是 代数 精确 度 最 高 的 求 积 公式 . 


(2) 定理 给 出 了 求 高 斯 点 的 方法 . 找 与 任意 的 次 数 不 超 过 л 
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的 多 项 式 P(x) 在 [a,5] 上 正 交 的 多 项 式 
w, (z) = 1I (z — 20), 
其 零点 m Gk=0,1,-—- ,mn) 即 为 高 斯 点 。 
=. 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 
以 高 斯 点 n (k=1,2 MIRAR n KEDR 


Р„(х) = wz) = || Cr — хо, (7.3. 3) 
$ 


式 (7. 3.3) 称 为 勒 让 德 多 项 式 ， 
在 [二 1,1] 上 ,可 以 证 明 勒 让 德 多 项 式 为 


р ry 
Р,(х) = л] ы 1)"]. (7.3. 4) 
由 此 即 可 得 出 勒 让 德 多 项 式 ,例如 
Pi(z) = z, Р) = а — T, 
P,(z) = z 3л, P(x)= z“ дет? + => 


这 样 , 求 勒 让 德 多 项 式 的 零点 即 可 得 到 高 斯 点 ze, 进而 求 出 求 积 
系数 4, 如 三 点 高 斯 型 求 积 公式 为 


t 5 з 8 5 
[сове е 2) 19700) + š Ja): 


(7.3.5) 
高 斯 型 求 积 公式 代数 精确 度 高 ,但 节点 较 多 时 , 求 节点 和 系数 
复杂 ,可 用 复 化 方法 处 理 . 


$4 数值 微分 


一 、 差 商 型 求 导 公式 


对 于 函数 的 表达 式 复杂 ,或 函数 以 表格 形式 给 出 ,可 利用 数值 
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方法 求 其 导数 ,这 类 问题 称 为 数值 微分 . 统一 可 表述 为 : 给 定 函数 
(z, f (zi) ER (zi, yi) (i 二 0,1,…,n), 求 函数 fz) 在 节点 т, 处 
的 导数 值 . 
最 简单 的 数值 微分 公式 建立 是 用 节点 z, 处 的 差 商 代替 微 商 . 
ESFE 19 h= rr a WA 
у) JG, + D = fa) + OQ) = TG fx) 
(7.4.1) 
pe o= ERZ (aD) оу ER, 
(7.4.2) 
Piaje fz b) ta ЕЮ ою) 
f(z) — f re) 
A (7.4.3) 
公式 (7.4.1),(7.4.2),(7.4.3) 分 别称 为 数值 微分 的 向 前 差 商 ,向 
后 差 商 及 中 心 差 商 公式 
类 似 地 ,可 得 到 


"(хә = Гесь) 一 2) + f(z) + OG), 


(7.4.4) 
以 上 数值 微分 公式 简洁 ,可 利用 节点 值 快速 计算 节点 的 导数 ， 
但 精度 较 低 ,在 实际 计算 中 , 步 长 4 应 较 小 . 


二 、 插值 型 求 导 公式 


利用 数据 表 构造 函数 f(z) 的 插值 多 项 式 P,(x), 并 取 P. (z) 
的 值 作为 f(z) 的 近似 值 ,这 样 建立 的 数值 公式 Р ~P, (x) 称 
为 插值 型 求 导 公式 . 
设 P,(z) 是 满足 插值 条 件 
P,e) = f(r) G = 0,1," ,п) 
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的 插值 多 项 式 , 则 余 项 
а а (у 


Сп + 1)! 
式 中 是 xz 的 函数 , 求 导 


Рес), у(х) d кр 
а Di) +t tt рга © 


(7. 4.5) 
ETES НИЯ, (1. 4. 5) 中 第 二 项 全 /1 (8) 
无 法 求 得 . 因此 ,对 任意 给 定 的 点 <, 误差 P(z) 一 PCz) 可 能 很 
K. 为 此 ,我 们 限定 求 节点 т, (二 0,1,…,n) 处 的 导数 值 ,于 是 
w+iCzi) 一 0, 数 值 微 分 公式 为 


n+l) 
Лә = Piao + ET шынар G= 0n), 


Р(х) = P, G) = 


(7.4. 6) 
TEED £ ЕН ҮТЕ ‚Ж R 0938 8 ЖЛ ay Ñ. 
(1) 一 阶 两 点 公式 


Ра) = Бон = y) ВР), &Є (шәләр 
G= оул = D, 
Р(х) = Lo = у) – R pe, E EREE 7 


G = 1, эл). (7.4.7) 
(2) 一 阶 三 点 公式 


2 

Ра) Зуун ун) НЕО), Є (аулы, 
2 

Ра) уа+ин) У), BE atn), 


2 
Рад аву IIHS ED, &Є (2-2,2). 


(7. 4.8) 
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用 插值 多 项 式 P,(x) 作 为 f(x) 的 近似 函数 ,还 可 以 建立 高 阶 
数值 微分 公式 
Р (ai) == PP (zi), 
(3) 二 阶 三 点 公式 


£ 
PD адуун) G), Єл). 


在 实际 计算 数值 微分 时 ,要 特别 注意 误差 分 析 . 由 于 数值 微分 
对 舍 入 误差 较 敏感 ,往往 计算 不 稳定 . 还 需 指出 , 当 插 值 多 项 式 
Р(х] ГСВ, Р, (х) КЕК) У C). 为 避免 这 方面 
的 问题 ,可 用 样 条 插值 函数 的 导 函 数 代 替 函 数 f(x) 的 导 函 数 . 


жж 


本 章 主要 介绍 了 数值 积分 和 微分 的 一 些 常用 方法 . 

牛顿 - 柯 特 斯 公式 是 在 等 距 节点 情形 下 的 插值 型 求 积 公 式 ,其 
简单 情形 如 梯形 公式 ,辛普森 公式 等 . 

复 化 求 积 公式 是 改善 求 积 公式 精度 的 一 种 行 之 有 效 的 方法 ， 
特别 是 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛普森 公式 ,使 用 方便 ,在 实际 计算 中 
常常 使 用 . 

龙 贝 格 求 积 公式 是 在 区 间 逐 次 分 半 过 程 中 ,对 用 梯形 法 所 得 
的 近似 值 进行 多 级 “修正 ”, 而 获得 的 准确 程度 较 高 的 求 积分 近似 
值 的 一 种 方法 . 

高 斯 型 求 积 公式 是 一 种 高 精度 的 求 积 公式 . 在 求 积 节点 数 相 
同 , 即 计算 量 相近 的 情况 下 ,利用 高 斯 型 求 积 公式 往往 可 以 获得 准 
确 度 较 高 的 积分 近似 值 , 但 需 确 定 高 斯 点 , 且 当 节点 数据 改变 时 ， 
所 有 数据 都 要 重新 查 表 计 算 . 

数值 微分 仅 介绍 了 简单 形式 的 差 商 型 和 插值 型 求 导 公式 ,在 
精度 要 求 不 高 时 可 采用 . 

对 具体 实际 问题 而 言 , 一 个 公式 使 用 的 效果 如 何 ,与 被 积分 、 
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被 微分 的 函数 性 态 及 计算 结果 的 精度 要 求 等 有 关 . 我 们 要 根据 具 
体 问题 ,选择 合适 的 公式 进行 计算 ， 


算法 与 程序 设计 实例 


用 辛普森 公式 计算 积分 . 

算法 

复 化 辛普森 公式 为 

5, = лоо каа) ао), 

计算 过 程 为 : 

(1) а= (6-а) /п, s= f(a--h/2), s:=0; 

(2) 对 k=1,2,…,n 一 1, 计 算 

зу = s. + flat kh + h/2), s= s + f(a + hh); 

(3) п Са) ЈО). 

实例 

mi 用 复 化 辛普森 公式 计算 积分 了 一 | а, 

程序 和 输出 结果 
ftinclude (stdio. h) 


ttinclude (conio. h> 
void main () 
{ 
inti, n=2; 
float s; 
float f(float); 
float Simpson (float ( * ) (float) ,float ,float int); 
{ог(1=0;1< =2;1+ +) 
{ 
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s 一 Simpson(f,0,1,n); 
printf ("s (%d)= Ха", п,ѕ); 
пж =2; 
} 
већ (О); 
} 


{loat Simpson (float ( * f) (float),float а, float b, int n) 
int k; 
float s,s1,s2=0.0; 
float h= (b—a)/n; 
sl=f(a+h/2); 


for(k=1;k<=n—1;k+ +) 


{ 
sl+=f(a+k *h+h/2); 
s2+=f(a+k *h); 
} 
s=h/6* (f(a)+4 *s1 +2 *s2+f(b)); 
return s; 
) 
float f (float x) 
{ 
return 1/(1+x * x); 
) 


输出 结果 为 : 
s(2)=0. 785392, 
s(4)=0. 785398, 
s(8)=0. 785398. 
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说 明 : 本 例 运行 了 三 次 , 当 z 一 2 一 8 时 ,就 与 一 2 一 4 时 有 
6 位 数字 相同 , 若 用 复 化 梯形 法 计算 , 当 n=512 时 有 此 结果 ， 
例 2 用 复 化 辛普森 公式 计算 积分 г | Sa, 
只 要 将 函数 定义 为 
float f(float x) 
í 
if(x= =0)return 1; 


else return sin(x)/x; 


) 


输出 结果 为 
s(2)=0. 946087, 
s(4)=0. 946083, 
s(8)=0. 946083. 


思 考题 


1. 叙述 数值 求 积 的 基本 思想 方法 . 

2. 何谓 插值 型 求 积 公式 ? 它 的 截断 误差 如 何 表示 ? 

3.“ 复 化 求 积 ”与 分 段 插值 的 思想 方法 有 何 联系 ? 梯形 公式 、 
辛普森 公式 、 柯 特 斯 公式 及 其 复 化 公式 都 具有 什么 形式 ?这 3 个 复 
化 公式 的 截断 误差 各 是 步 长 h 的 几 阶 无 穷 小 量 ? 

4. 龙 贝 格 求 积 公式 是 怎样 形成 的 ? 怎样 用 龙 贝 格 方法 求 积 分 
的 近似 值 ? 给 定 允 许 误差 范围 6, 怎样 检查 所 求 结果 是 在 允许 误差 
范围 内 ? 

5. 何谓 代数 精确 度 ? 说 高 斯 型 求 积 公式 具有 最 高 代数 精确 度 
的 含义 是 什么 ? 

6. 高 斯 积分 和 高 斯 点 是 如 何 定义 的 ? 何谓 两 点 高 斯 公式 ? 已 
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知 区 间 [ 一 1,1] 上 的 高 斯 公式 ,如 何 构造 一 般 区 间 [a,b] 上 的 高 斯 
公式 ? 
Т. 插值 型 求 导 公式 怎样 形成 ? 误差 怎样 估计 ? 


习 题 七 


L 分 别 用 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 积分 
i= fiti, 
并 估计 误差 (计算 取 5 位 小 数 ). 
2. 证 明 柯 特 斯 系数 C” 具有 性 质 Y\C 一 1 
5。 推导 出 中 矩形 公式 及 其 截断 误差， 
[лса = (Ó — of а Е 外 


R[ 门 = DG а, £ € ab, 


并 说 明 该 公式 的 几何 意义 . 
4 已 知 连续 函数 /(z) 的 下 列 数 据 ， 
2, 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 


fe) 3.12014 4.42659 6. 04241 8.03014 10. 16675 


用 柯 特 斯 公式 计算 积分 | лав 5 a BO. 

5 分 别 用 复 化 梯形 和 复 化 六 普 琳 公 式 计算 积分 7 一 | edz 
( 取 11 个 节点 ,6 位 小 数 计算 ). 

в. 用 积分 | 二 dz= 2ln2 计算 In2, 要 使 计算 误差 不 超过 
方 X10, 间 用 复 化 梯形 公式 时 至 少 取 多 少 个 节点 ? 

226 


7. 用 龙 贝 格 公式 计算 积分 7 一 和 -|e "dz, 要 求 误差 不 超过 
107°, 
8. 证 明 求 积 公式 


f Г ОЧ ж 10570 Мб. 6) + 8/60) + 5f (V0.6)] 


对 于 不 商 于 5 次 的 多 项 式 准确 成 立 , 并 计算 7 一 | Snzdz( 取 5 位 
小 数 ). 
9. 证明 高 斯 求 积 公 式 系数 


1 
A, = J &(т)ах, 
4 


其 中 ГА «ш GD k= 0,1," n. 


(z — а) i (zi) 


10. 设 
fO) € Сао — 2h,zə + 2hJ, h> 0, 
х= хо БАА, f(a) = f, (k= 2, +1,0). 
求证 ， 
D (а= ту Л-,—8/-1+8/—%1+ОФ%)» 


D "з= SL fii f —2f0]+OQD5. 


227 


第 八 章 “党 微分 方程 的 数值 解法 


常 微 分 方程 的 求解 问题 在 实践 中 经 常 遇 到 ,但 我 们 只 知道 一 
些 特殊 类 型 的 常 微分 方程 的 解析 解 . 在 科学 和 工程 问题 中 遇 到 的 
常 微分 方程 往往 很 复杂 ,在 许多 情况 下 都 不 可 能 求 出 解 的 表达 式 . 
另 一 方面 ,在 许多 实际 问题 中 ,并 不 需要 方程 解 的 表达 式 , 而 仅仅 
需要 获得 解 在 若干 点 上 的 近似 值 即 可 . 因此 ,研究 常 微分 方程 的 数 
值 解法 就 很 有 必要 . 

本 章 着 重 讨论 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 


je = f(x,y), 


уб) = уо 
的 数值 解法 . 理论 上 ,函数 SRF у А 
(Lipschitz) 条 件 ， 
Ру) Ру) < Цу yl» 

则 初 值 问题 (8. 0, 1) 存 在 惟一 解 ,因此 ,在 本 章 讨论 中 ,我 们 总 假定 
f(z',y) 满 足 李 普 希 效 条 件 . 

所 谓 数值 解法 ,就 是 寻求 解 y(z) 在 一 系列 离散 节点 

a < zo < x, < x, rb 

上 的 近似 值 yy yz унуна" ДАНА ИВОВ В А, = 
х — z, 称 为 步 长 ,我 们 总 假设 节点 是 等 距离 的 , 即 h, 为 常数 h， 
这 时 


(zo < z) (8.0.1) 


La = Zo t nh, n= 0,1,2, 
此 时 节点 =, 所 对 应 的 函数 值 为 
ж = убх, + nh), n= 0,1,2,., 
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$1 欧 拉 (Euler) 方 法 


一 、 欧 拉 公 式 


在 方程 (8.0.1) 中 ,由 差 商 替代 导数 , 即 


PEIN ya = ус), 


YEr) АУ yan) + Һ/(х„,у(х„)). 
再 用 y, 近似 代替 y(x,), 便 导出 计算 公式 
за 一 hf En Ya)» 
Уо 一 y(Czo)， 
公式 (8. 1. 1) 称 为 显 式 欧 拉 公 式 . 由 初 值 ,就 可 逐步 算出 y ,ys， 


п = 0,1,2,**, (8.1.1) 


若 用 向 后 差 商 代替 导数 , 即 


Y (z, A) ле Тус) = yGz,)], 
便 可 导出 计算 公式 
Ун = Yn 十 В/С(х,+,У»+\). (8.1.2) 


公式 (8, 1. 2) 称 为 隐 式 欧 拉 公式 . 这 类 隐 式 格式 的 计算 远 比 显 式 格 
Ё. 


类 似 地 ,利用 中 心 差 商 代替 导数 , 即 
YG) ае уба) — убт], 
便 可 导出 公式 
ya = Yn- + 2h f (z,,y,). (8.1.3) 
公式 (8.1. 3) 称 为 两 步 欧 拉 公 式 , 在 计算 w+ 时 , 需 利用 前 两 步 的 


信息 wy 


229 


=, 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 
对 方程 y = ГС, у) А z, 到 znti 积 分 ,得 
yd = учо + fy addr (8.1.0 
在 上 式 中 ,利用 梯形 公式 计算 积分 项 , 便 有 
YEr) == уба) + Renya) + / (ха, Y lEn ))]. 
再 用 у, 代替 y(Cz,) 的 近似 值 , 便 可 导出 计算 公式 
У = y, + 站 [Ace + РС уан), (8.1.5) 
公式 (8.1. 5) 称 为 梯形 公式 , 可 视 为 显 式 欧 拉 格式 (8. 1. 1) 与 隐 式 
欧 拉 格式 (8. 1,2) 的 算术 平均 . 它 仍 是 隐 式 ,不 便于 直接 计算 ， 
在 实际 计算 中 ,可 将 欧 拉 公式 与 梯形 公式 结合 使 用 . 先 由 显 式 
欧 拉 公式 求 得 一 个 初步 的 近似 值 , 记 为 y+41, 称 之 为 预报 值 . 再 将 
预报 值 代入 梯形 公式 , 即 由 44 代 符 yi, 肥 接 计算 ,这 一 步 又 称 
为 校正 , 这 样 ,建立 的 预 估 - 校 正 系统 
人 Ўн у, РАГСу), 


R Ë => i (8.1.6) 
ЖЕ уну Су) FS Ensa Yni 0]. 


ARE. 1. 6) 称 为 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 ,或 改进 的 欧 拉 公 式 . 这 是 一 
种 显 式 公式 ,是 对 隐 式 梯形 公式 的 改进 ,可 以 直接 计算 ， 
为 便于 上 机 编程 计算 ，(8. 1. 6) 可 改写 为 
Yp = Yn + АРС, уһ), 


Ye = Yn + hf (rt ye) (8.1.7) 


жы = КО» + xO). 
例 1 利用 欧 拉 公 式 和 预 估 - 校 正 公式 求 初 值 问题 
пу 2 
| = y y * 
yx(0)=1 
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在 区 间 [o,1] 上 的 数值 解 ( 取 A 一 0. 1) ,并 与 精确 解 * 一 /2z 十 1 进 
行 比较 . 

解 将 f(z,y) 一 ?一 经 代入 有 关公 式 . 

D 欧 拉 公 式 计算 


е. zz) (n = 0,1,2,9), 


Й 


Уо = 1, А = 0.1. 
(2) 预 估 -校正 公式 计算 


ч, i 22, 

Fara = у, + h| y, — 经 | ， 

Ynti Yn Р [> 22 + Уа Znj, 

y= 1, һ=0.1 (п =0,1,2,+,9). 

分 别 计算 ,其 结果 为 下 表 . 

т, 欧 拉 公 式 yn 预 估 - 校 正 公式 y, 精确 值 yw, 一 ^/2z, 十 1 
0.0 1 1 1 
0.1 1.1 1.095909 1.095445 
0.2 1.191818 1.184097 1.183216 
0.3 1.277438 1.266201 1.264911 
0.4 1.358213 1. 343360 1. 341641 
0.5 1. 435133 1.416402 1. 414214 
0.6 1. 508966 1. 485956 1. 483240 
0.7 1. 580338 1.552514 1. 549193 
0.8 1.649783 1.616475 1.612452 
0.9 1. 717779 1. 678166 1.673320 
1.0 1.784771 1.737867 1.732051 


从 上 表 可 看 出 ,用 欧 拉 公 式 计算 的 数值 解 有 两 位 有 效 数 字 ,而 
用 预 估 - 校 正 公 式 计 算 的 数值 解 有 3 位 有 效 数 字 . 
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三 、 欧 拉 方 法 的 误差 估计 


定义 1 假定 y, 为 准确 值 , 即 y,==y(z,), 在 此 前 提 下 ,用 某 
种 数值 方法 计算 w+ 的 误差 А, = y Crn) 一 yti 称 为 该 数值 方法 
计算 w+ 的 局 部 截断 误差 ， 

定义 2 若 某 一 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 R,—=O(ht'),p 
为 正 整 数 , 则 称 这 种 数值 方法 为 p 阶 方法 ,或 说 该 方法 具有 Zz 阶 
精度 . 

下 面 我 们 着 重 讨论 欧 拉 方法 的 局 部 截断 误差 及 其 阶 . 

由 泰勒 公式 

убх) = убх, + h) 


y(x,) + Ау (z,) + 
对 于 显 式 欧 拉 公 式 (8.1.1) 
Yata = Yn + AS Enr Yn) = уб) + М/(х„,у„) 
= у(х,) + hy' (z=,), 
则 其 局 部 截断 误差 为 


Ky "(z,) + эу” ст + 


Уб) 一 yn+l = Aya) +++ =O). (8.1.8) 
BL, W ЕК {н ОНО О WEAR ЭЕ у OR), 2 y ik t — ЮЛ 
š 对 于 梯形 公式 (8. s sya 1.15) 的 误差 

IROI < E тах |с], 
则 其 局 部 截断 误差 为 O(As). pe 方法 . 
对 十 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 (8. 1. 6) ,将 公式 改写 为 
Peran TG +k), 
a= ЖЛ УЭ» ‹8.1.9) 
lka = АРС, + h,y, + А). 
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在 y,=y(z,) П F, 
k= hf(z,,y,) = һу'(х„), 
k,= hf(z, + h,y, + ki) = hf(z, + h,y(z,) + ki) 


а 9 
= КОО —h Bf Ску) 
+ h Лау) +009] 
13y no Уһ 
= Afan yE) HIES anya) 
no9 Уб, ay n | y Tn 


9 
+ РО, уб) зу Ey ED) Ë оо) | 


= hy' (z,) + h2y"(z,) + O(A2). 
将 ,ks 代入 式 (8.1.9) 有 


жа = x, + Ву (л) + уа) + OQ. 
与 泰勒 公式 比较 , 则 其 局 部 截断 误差 为 
у(х) 一 Yari 一 AGO +  — OG) = OQ). 
因此 , 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 是 二 阶 方法 . 


52 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 


一 、 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 


在 上 一 节 , 我 们 得 到 了 一 些 基本 的 求 微分 方程 的 数值 方法 ,从 
误差 估计 知道 ,这 些 方法 的 局 部 截断 误差 较 大 ,精度 较 低 , 我 们 希 
望 得 到 更 高 阶 的 方法 . 


PRAD I, 由 微分 中 值 定理 ,存在 点 ,使 得 
ЕЕЕ =y E), £ € (хл). 


便 由 方程 y = faya) 
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yCzarl) = у(т„) + АГС, у()), 

HPR =/(&,у(&))#К [Г л.,.т„.11 E BJ 33818. 这 样 ,只 要 对 
平均 斜率 提供 一 种 近似 算法 , 便 相 应 导出 一 种 计算 格式 , 显然 , 显 
式 欧 拉 公 式 (8. 1.1) 就 是 以 二 f(x,,y,) 作 为 平均 斜率 k' 的 近 
似 . 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 (8. 1.9) 就 是 以 z, 与 xz,41 两 个 点 的 斜率 值 
与 &2 取 算术 平均 作为 平均 斜率 &" 的 近似 . 

这 个 处 理 过 程 启示 我 们 , 若 设法 在 Lz,,z+ri] 内 多 预报 几 个 点 
的 斜率 值 , 然 后 将 它们 加 权 平均 作为 平均 斜率 上, 则 有 可 能 构造 
出 具有 更 高 精度 的 计算 格式 . 这 就 是 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 . 


二 、 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 


我 们 推广 欧 拉 预 估 - 校 正方 法 ,考察 区 间 [zrv,z+ 避 内 任 一 点 
r = z t ph, 0<р<1. 
用 х, 和 z, PI TES 09848 k, 与 k, 加 权 平均 得 到 平均 斜率 人 ". 
即 令 
Ynti = y, + ACC — АА + А2], 
其 中 4 为 待定 系数 .类似 于 网 拉 预 估 - 校 正方 法 , 取 
ki = fGz,,y,), yntp = Yn + ВАЕ, ko = fxntps унь)» 
这 样 便 有 如 下 计算 格式 
Улы = y, HALA — АА + АА], 
f = Ју), (8.2.1) 
k, = f (£, + ph, ya + РАА). 
我 们 希望 适当 选取 参数 4,p ,使 得 计算 格式 (8. 2. 1) 具 有 较 高 精度 . 
现 仍 假定 у, = yC), 分别 将 k 和 А, 泰勒 展开 ， 
Ai 一 /(х„,у„) = уб), 
k,= fz, Yn + phk1) 
= f En In) + PALS: Ens Yn) + ГС ун) Су) ] + Oh?) 
= у'(х„) + phy"(x,) + O(h°). 
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代入 (8.2.1) 式 
Yari = y(z,) + hy' Can) + Арһ!у”(х„) + O’), 
与 泰勒 展开 式 
у(х„+у) = уба) 十 hy (z,) + а) + ОХА?) 
相 比较 系数 ,要 使 (8. 2.1›ЖЖЯ ИЙИНЕ, ЯТ Ар +. 因此 ,我 们 
把 满足 p= 二 的 公式 (8. 2. 1) 统 称 为 二 阶 龙 格 - 库 塔 格式 . 
特别 地 , 当 p 一 1,4= 让 时 ，(8. 2. 1) 就 是 欧 拉 预 估 -校正 公式 . 


ER p= 这 ,4=1, 则 公式 (8. 2.1) 形 式 为 


уч = y, + ЛА, 
ki = f(m,,y,), 


k: = ШЕЕ 中 Ea). 
该 公式 可 看 作用 中 点 斜率 值 & 取代 平均 斜率 E ,公式 (8. 2. 2) 也 
可 称 为 中 点 格式 , 它 具有 二 阶 精度 . 
三 、 高 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
为 进一步 提高 精度 ,在 [z,,z,11] 上 可 取 多 个 点 ,预报 相应 
点 的 斜率 值 ,对 这 此 斜率 值 加 权 平均 作为 平均 斜率 值 , 利用 泰勒 展 
开 , 比 较 相应 系数 ,从 而 确定 在 尽 可 能 高 的 精度 下 有 关 参 数 应 满足 
的 条 件 . 
其 中 较 常用 的 三 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 
эе =» + АГА +46. АЈ, 
А, = Роу), 


(8.2.2) 


(8. 2. 3) 
k= Дау ы), 


k; = f(z, + h,y, + h(— ki + 2k,)). 
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经 典 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 


э = ya + А + 26 + 2b + ki], 


kı = f(z,,y.)+ 
A h, ) 

k fla +. yh]. (8.2.4) 
h h 

ы = Д Куу + ы), 

k, = Гбх, hyyn + АЁ). 


从 理论 上 讲 , 可 以 构造 任意 高 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 . 但 实践 证 
明 , 高 于 四 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 ,不 但 计算 量 大 ,而 且 精 确 度 并 不 一 
定 提 高 . 在 实际 计算 中 ,四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 精度 及 计算 量 较 理 
想 的 公式 

例 1 用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 


йш е PS 
| й 
y0) = 1 


在 [0,1] 上 的 数值 解 ( 取 л 0. 2). 
解 ”利用 经 典 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 有 
ki = y, 一 =, 
_ 126, + 0.1) 
k = yn + O. Ia T Sk 
_ 2(z, + 0.1) Б? x 
yl 和 i 9 0,1,2, 
А 26, + 0.2) 
k= yat O. Zka — 0 
Yari = y, + Е + 2k, + 2k; + ką). 


计算 结果 见 下 表 . 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


Yn 1 1.18323 1.34167 1.48324 1.61251 1.73214 
уб) 1 1.18322 1.34164 1. 48328 1.61245 1. 73205 


该 结果 有 四 位 有 效 数字 ,和 本 章 $1 例 1 相 比 ,可 见 四 阶 龙 
格 - 库 塔 方法 的 精确 度 高 于 欧 拉 公式 和 预 估 - 校 正 公式 . 
$ 3 线性 多 步 方法 


一 、 线 性 多 步 方法 的 基本 思想 


在 微分 方程 求解 的 递 推 公式 中 ,计算 w+ 之 前 ,事实 上 ,近似 
Їй yo "оу, 已 经 求 出 ,车 能 充分 利用 第 nn 十 1 步 前 面 的 多 步 信 
息 来 计算 y,+1, 就 可 希望 获得 较 高 的 精度 . 这 就 是 构造 线性 多 步 方 
我 们 已 经 知道 ,微分 方程 初 值 问题 (8. 0. 1) 等 价 于 积分 方程 
Уб) = уба) + [re yeeaz, 
用 “次 插值 多 项 式 PCz) 来 代替 Sya), Bl /(х,у(т))= 
Pi(z) 十 Ri(z), 则 有 


у(х) = y(z,) + [Pryde + Гоё. 
RERI 
R, = f Redz, 


设 y. = уб) ;而 у y(Cz+l) 的 近似 值 , 便 可 得 到 一 类 线性 多 步 
方法 的 计算 公式 


ysi = y, + | Ph(z)dz. (8.3.1) 


PODAR 0 次 和 1 次 多 项 式 , 就 是 我 们 已 知 的 显 式 、 隐 式 
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欧 拉 公 式 和 梯形 公式 . 若 需 要 提高 计算 精度 ,就 要 用 更 高 次 的 插值 
多 项 式 PORRE f(z.y(z)). 


二 、 阿 达 姆 斯 (Adams) 外 插 公式 及 其 误差 


在 公式 (8. 3.1) 中 , 作 三 次 插值 多 项 式 Pi) ,选取 2,2-1, 
zx-2*Xa-s 作 为 插值 节点 , 记 (x)= 二 f(z,y(z)), 则 (x) 的 三 次 插 
值 多 项 式 


3 3 P А 
P, G) = Sfi ск д). 
уж 


其 插值 余 项 为 


RG) = ERO (к ZL — ва) (е Ent) (z — х,у), 


Lama < £, < <,. 
由 公式 (8.3.1), Ф z==,+th (h HPR) W 


Жаза u! 
| P,Gz)dz= | PE 
К ДЕТ 
+ aPC lt + DU + 3) 
+ Тес, ога + )G + 3) 
1 s 
+ gr -DU + DE + 2 Jade 


一 页 [55P(zr,) — S9F(z,-) + 37FGz,—2) 
— 9F(<x,_,)]. 
这 样 , 便 有 公式 
Ynti = y, + A[55fGz,,y.) 一 59/(х„-1,Ух-1) 


+ 3770,25 yn-z) — 9/Сх„—з5У»—3) 1, 
п = 3,4,5. (8. 3. 2) 
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公式 (8. 3. 2) 称 为 线性 四 步 阿达 姆 斯 显 式 公式 . 由 于 插值 多 项 式 
Ps(z) 是 在 Lz,-s,z] 上 作出 的 ,而 积分 区 间 为 Lzu, zs+i], 所 以 
(8. 3. 2) 也 称 为 阿达 姆 斯 外 插 公 式 . 

其 局 部 截断 误差 就 是 数值 积分 的 误差 


R,= [Rdz 


I 


ү LF) — z) 


dy 
由 于 《一 zx) (z— дар) (z — Xn) (z — £n) #E[=z,, z, JERE 
号 ,并 设 F(x) 在 [x,,zxwt1] 上 连续 ,利用 积分 第 二 中 值 定理 , 存 
在 x, € [w 2,4 器 使 得 


R,= masa W =G Z) 


EY (ж Ak 


251, m0 251 
一 7204 F Oh) = 720 


因此 ,公式 (8. 3.2) 是 一 个 四 阶 公式 . 

注意 到 阿达 姆 斯 外 插 公式 要 进行 计算 ,必须 提供 初 值 yos yi» 
угуз. 实际 计算 中 ,常用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 出 这 些 初 值 . К 
后 再 由 阿达 姆 斯 外 插 公 式 计算 . 

例 1 用 阿达 姆 斯 外 插 公式 求解 初 值 问题 


Һ5 у (M) = OG). (8.3.3) 


Чу 2z 
f=» = 
y0) = 1 


在 [0,1] 上 的 数值 解 ( 取 h=0. 1). 
解 ” 先 由 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 出 初 值 ,结果 为 : 


=, | 0 0.1 0.2 0.3 


ЕД | 1 1.095446 1.183217 1.264916 
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然后 由 公式 (8. 3.2) 计 算 其 他 点 处 的 值 ,结果 为 下 表 : 


хп 0.4 0.5 0.6 ЫЛА 0.8 0.9 1.0 


yn 1. 341551 1.414045 1.483017 1.548917 1.612114 1.672914 1.731566 
уба) 1.341641 1.414214 1.483240 1.549193 1.612452 1. 673320 1.732051 


三 、 阿 达 姆 斯 内 插 公式 


在 公式 (8. 3.1) 中 , 若 以 zyxznyziyz-: 为 插值 节点 作 
zy(Gz)) 的 二 次 插值 多 项 式 , 类 似 于 上 段 做 法 ,可 得 计算 公式 及 
截断 误差 

же = АОЛ +197, БА + Sael 
(8.3.4) 
R,=— HYO) = OQ). (8.3.5) 
ARG. 3. 4) 称 为 线性 三 步 阿 达 姆 斯 公式 ,或 称 为 阿达 姆 斯 内 插 公 
式 , 也 是 四 阶 方法 . 

公式 (8. 3.4) 是 隐 式 公式 ,不 便于 直接 使 用 . 仿照 改进 欧 拉 公 
式 的 构造 方法 ,将 显 式 (8. 3.2) 与 隐 式 (8. 3.4) 结 合 , 则 有 以 下 预 
估 - 校 正 公 式 

预 估 ТТА 59f,-i-37f,-,—9f,-,J, 


f.=f(zm,+i Ti) > (8.3.6) 


校正 унау +S. +19/,—5/,а+/,-а1› 
7 一 3,4，5，…， 

上 面 我 们 建立 了 两 个 四 阶 的 线性 多 步 公 式 ,在 实际 计算 中 经 
常 使 用 . 从 理论 上 ,还 可 以 建立 更 高 阶 的 线性 多 步 公 式 , 但 由 于 高 
阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 不 一 定 一 致 地 收敛 于 被 插值 函数 (甚至 出 
现 龙 格 现象 ). 特别 地 , 它 的 导数 更 不 一 定 能 很 好 地 近似 被 插值 函 
数 的 导数 ,所 以 建立 更 高 阶 的 多 步 公式 没有 太 大 的 实际 意义 . 
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SA 一 阶 微分 方程 组 和 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 
一 、 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解法 


前 面 介绍 了 一 阶 常 微分 方程 的 各 种 解法 ,对 微分 方程 组 同样 
适用 . 其 计算 公式 ,截断 误差 推导 与 一 阶 方程 类 似 , 下 面 以 两 个 未 
知 函 数 的 方程 组 为 例 ,并 直接 给 出 计算 公式 ， 

设 讨论 的 微分 方程 组 初 值 问题 为 


d 
= f(t,y,2), Yo) = уо, 


t <t=<T. (8.4.1) 
T = g(t, yz), z(to) = zo 


(1) 欧 拉 计 算 公 式 为 
Уны = Yn БАРО, yz.) 


(8.4.2) 
Zuti = 2, + hg(t,> ya za). 
(2) 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 计算 公式 为 
Er То, + 2k, + 2ks + ki), 
(8.4.3) 


жы = z, + r + 2т + 2ms + та), 
其 中 

k, = hf (tas Yrs La) 

mi = hg (tns yn ,zn), 

kı = hf (ta + h/2,y, + ki/2,zn + mi/2), 
m, = hg(t, + h/2,y, + b, /2,=, + т\/2), 
ks = АРА, + h/2,y, + ka/2,2n + m,/2), 
ту = hg(z, + h/2,y, + k,/2,z, + m,/2), 
k, = hf (t, + h,y, + Ёз, + т), 

т, = hg(t, + h,y, + Ёз,®„ + т;). 
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O 四 阶 阿达 如 斯 外 插 计 算 公式 为 
эма = y+ А587, — 59f,-, + 37f.—, — 97.1], 


za = =, + А55, 一 59g,- + 37g,—; 一 9g:l. 
(8.4. 4) 
=. 高 阶 微分 方程 的 数值 解法 


对 于 高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 ,可 先 化 为 含 多 个 未 知 函数 的 
一 阶 微分 方程 组 的 形式 ,然后 按 方程 组 的 方法 求解 , 下 面 以 二 阶 常 
微分 方程 初 值 问题 为 例 ， 


d- б , 


2) 
хо х6. (8.4.5) 


уб) = уо, g = 20, 


== 


一 昱 , 则 方程 (8.4.5) 可 化 为 方程 组 


ЧУ =z, у(х) = уо, z < z < b, 


і (8. 4. 6) 
= f(z,y,z), (mo) = zo. 


若 用 и , 则 有 计算 公式 


жы = y + T (h + h), 
(8.4.7) 
Znati = z, + Lem, +m), 
k, = hz,, 
mi = В/(х„,у„,®„)› 
其 中 k, = h(z, + mi), 
т; = hf (£, + h,y, + А2, + т). 
对 于 高 于 二 阶 的 高 阶 微分 方程 ,可 引入 多 个 变量 ,化 为 多 个 方 
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程 的 一 阶 微分 方程 组 ,类 似 于 上 面 的 方法 处 理 . 


本 章 小 结 


本 章 着 重 介绍 了 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 ,主要 有 欧 
拉 方 法 , 龙 格 - 库 塔 方法 及 线性 多 步 方 法 等 . 

网 拉 方 法 是 最 简单 ,最 基本 的 方法 ,利用 差 商 代替 微 商 ,就 可 
得 到 一 系列 欧 拉 公式 . 这 些 公式 形式 简洁 ,易于 编程 计算 ,但 精度 
较 低 ,可 方便 用 于 精度 要 求 不 高 的 近似 计算 . 

龙 格 - 库 塔 方法 是 利用 区 间 上 多 个 点 的 斜率 值 的 加 权 平 均 的 
思想 ,得 出 的 高 精度 的 计算 公式 . 特别 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 ,易于 
编程 计算 ,精度 较 高 ,是 常用 的 工程 计算 方法 . 

线性 多 步 方法 是 在 用 揪 值 多 项 式 代替 被 积 函 数 的 基础 上 构造 
的 , 它 可 利用 前 面 若干 步 计算 结果 的 信息 ,使 计算 结果 提高 精度 ， 
其 中 较 常用 的 四 阶 阿达 姆 斯 公式 ,易于 估计 误差 ,计算 精度 较 高 ， 
适用 于 f(x,y) 较 复杂 的 情形 . 但 需 利 用 其 他 方法 提供 初 值 . 

本 章 最 后 ,简单 介绍 了 一 阶 微分 方程 组 和 可 化 为 一 阶 微分 方 
程 组 的 高 阶 微分 方程 的 一 些 计算 公式 . 


算法 与 程序 设计 实例 


用 改进 欧 拉 方法 求解 一 阶 常 微 分 方程 初 值 问题 
算法 概要 
解 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 
y = Р(х,у), < 
saD = T 
Жага БИЕ л оК A= TS. 
欧 拉 公式 为 
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yaa = y, + hf (zi, у). 
梯形 公式 为 
h 
yi = yi + 907062) + fy yi). 
改进 欧 拉 方 法 ,采用 公式 
Fira = у + АРС, у), 
ya = y + Ж Лу) + fm Dr], 


或 表示 为 
|” = yi + Af Ciy)» 
Ye = yi + hf Cti Yp)» 
| = To + у). 
实例 
用 改进 欧 拉 方法 解 
P =— zy, 0<х<5, 
z0) = 2. 
程序 和 输出 结果 
+#tinclude(stdio. h) 


#define N 20 
void ModEuler (float ( * f1) (float ,float), float x0, float y0, 


float xn, int n) 


int i; 
{loat ур,ус,х =х0,у =у0,һ = (xn—x0)/n; 
printf ("x[0]= %fNy[0]= а", х,у); 
{ог (1=1;1<=пі ++) 
{ 
yp=y+h * {1(х,у); 
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x=x0+i*h; 


yc=y+h * {1(х,ур); 
у= (урус) /2. 0; 
printf ("х [4] = %fNty[%d]= %fNn”i,x,i,y); 


} 

void main () 

{ 
inti; 
float xa=5.0,x0=0.0,y0=2.0; 
void ModEuler(float ( х )(float, float) ,float float ,float， 

int); 

float f1(float,float); 
ModEuler(f1,x0,y0,xn,N); 
getch(); 

) 


float fl(float x, float у) 
{ 


return —xX *# y * y; 


) 


输出 结果 为 ; 
z[0]=0.000000, у[0]=2.000000 
х{1]=0.250000, y[1]=1. 875000 
z[2]=0.500000, y[2]=1. 593891 
z[3]=0.750000, y[3]=1. 282390 
x[4]=1.000000, y[4]=1. 009621 
2[5]=1. 250000, y[5]=0.793188 
2[6]= 1.500000, y[6]=0. 628151 
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т[7]=1. 750000, 
[8]=2. 000000, 
[9]=2. 250000, 
[10]=2. 500000, 
[11]=2. 750000, y[11]=0. 238857 
[12]=3. 000000, y[12]=0. 204300 


у[7 ]= 0. 503730 
y 
y 
y 
y 
y 
[13]=3.250000, у[13]=0. 176490 
y 
y 
y 
>| 
>| 
y| 


[8]=0.409667 
[9]= 0. 337865 
[10]=0. 282357 


[14]=3. 500000, у[14]=0. 153836 
[15]= 3. 750000, у[15]=0. 135175 
[16]=0. 119642 
[17]=0. 106592 
18]=4. 500000, у[18]=0. 095530 
19]= 4. 750000, y[19]=0. 086080 
120]= 5.000000, у[20]=0. 077948 


[16]= 4. 000000, 
[17]= 4. 250000, 


h A R R N B B NN SNS N Hh 
r 


= 考题 


1. 何谓 常 微分 方程 的 数值 解法 ? 一 阶 微分 方程 初 值 问题 有 哪 
些 数值 解法 ? 比较 各 种 方法 的 优 缺 点 并 举 具 体例 子 说 明之 . 

2， 何 谓 数值 方法 的 局 部 截断 误差 ? p 阶 精度 的 定义 是 什么 ? 
泰勒 展开 式 在 研究 局 部 截断 误差 中 起 何 作用 ? 

3. 何谓 显 式 、 隐 式 、 单 步 .多 步 方法 ? 如 何 使 用 隐 式 方法 ? 

4. 阿达 姆 斯 公式 是 怎样 导出 的 ?9 有 何 优 缺 点 ? 

5， 如 何 求解 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 ? 

6， 高 阶 微分 方程 的 初 值 问题 怎样 求解 ? 


Ја A 


1. 分 别 用 显 式 欧 拉 公 式 和 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 求解 初 值 问题 
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У =r y, 
在 reE[0,0.5] 上 的 数值 解 ( 取 Һ=0. 1). 
y(0)=1 


2. 证 明 欧 拉 预 估 - 校 正 公式 可 精确 求解 初 值 问题 y 一 az 十 b， 
y(0)=0. 
3. 用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 ( 取 A 一 0. 2) 


J 0<r<1, 


y(0) = 1. 
4 用 阿达 姆 斯 外 插 公 式 求 初 值 问题 |” +” 在 [0,1] 上 的 


y(0)=0 
数值 解 ( 取 h=0. 1). 
5. 证 明 对 任何 参数 ,下 列 是 二 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 
Ima = y, + TG + b), 
ki = hf Cans Yn)» 
kı = hf (a, + th,y, + tki), 
ky = hf(z, + (1 — th,yo + (1 — t)k:). 
6. 对 初 值 问题 = f(z,y),yCzo) = y 的 计算 公式 
Уны = y, + h[af(z,,y,) + bf (rails Yn) Б СРС-а), 
假设 y, = убх) уб) = Yni YC) = yo AM EZR а,Ь, 
c, 使 该 公式 的 局 部 截断 误差 为 OCh)， 
Т. 利用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 求解 微分 方程 组 
1 1 


ye уу y0) = 1, 
2 == 1р1, 200) =й 
y 
在 zxE[0,1] 上 的 数值 解 ( 取 һ= 0.2). 


8. 构造 形 如 
Унны =a, + ауу„-1 十 asy,-2 
+ h[b.f(z,,y,) + b f Enr Yni) + bef Сала ys-2)] 
的 三 阶 线性 三 步 公式 ， 
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习题 答案 与 提示 


习 题 一 

1. 49X10: E=0. 005, E,=0. 0102, 2 位 有 效 数字 ， 
0.0490: E=0. 00005, Е, = 0. 00102, 3 位 有 效 数字 ; 
490.00; Е=0. 005, E,=0. 0000102, 5 位 有 效 数字 . 

. E=0.0013, Е,=0. 00041, 3 位 有 效 数字 . 

. 6 位 有 效 数 字 . 

‚ (1) 4.472; (2) 4. 47. 

. 0. 005 ст. 

. nX1%. 

. 2 位 有 效 数 字 . 

10. 第 (3) 个 公式 绝对 误差 最 小 . 


о anun 


2z? 
1. GF Fay 151 


2 
一 一 一 一 一 -，|zl>1) 
Jede esaa | 


К z) 
——, |=|<1,z=0. 


12. 不 稳定 . 从 z 计算 到 zw 时 误差 约 为 方 X10*. 
习题 二 
1. (1) 精确 解 为 z1=3, z.=z,=1; 


(2) 精确 解 为 1 二 2， zs 一 1, >= 
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(3) zi=1.040, z,=0. 9870, х,=0.9351, z,=0. 8813. 
2. 精确 解 zx 一 zs=1，zz 一 zi 一 一 1， 
3. (1) zi 一 0，z 一 2，z3 一 1; 


(2) n=l, а= а=. 


4. X=(1.11111,0. 77778,2. 55556)". 
н 
s. (1) х2 | 15071145 703 _395 212]"” 


665” 665 "665” 665'665/ ' 
(2):Х=(3,2,1)7. 


7. (2) (一 3. 999,2. 999,1. 999)T. 

8. X“ = (0. 49996,0.99997,—0.50001)7. 

12. 14 1..=1.1, 1А 1,=0. 8, 1А l,=0. 825, || 4 |, = 
0. 8426. 


13. (2) 对 АТА 使 用 迹 定理 : 对 角 元 之 和 等 于 特征 值 之 和 . 


习 题 三 
1. ams0. 35. 
2. 15 K. 
з. а) 一 个 根 ，| 0, 亚 ] совла, 


(2) 一 个 根 ，[1,2]，z,+i 一 logz(4 一 zw)， 


4. 《1)、《2) 收 敛 ,(3)、(4) 发 散 , a=1. 466. 

5. a<<1. 04476. 

6. а%0. 0905. 

7. a=s0. 5671. 

8. a=s0. 6104. 

9. —(n—1)/2 Уа, (а+1)/2 Уа ; 15.1/4a; 


10. 2251. 879. 
11. 0221. 442250. 
12. 0. 51098. 
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习 题 四 


1. (1) 11, (0. 6667,1. 3333,1)"; 
(2) 9.005, (1,0. 6056, —0. 3945)". 
2. —13. 220180293, (1, —0. 235105504, —0. 171621092)", 
—13. 2201809, (1, —0. 2351055, —0. 1716216)". 
3. —13. 22018, (1, —0. 23510, —0. 17162)". 
4. А253. 4142, А21. 9998, Аз=0. 5959. 
Ха (0.9926, —0. 1207,0)", 
X = (0. 1207,0. 9926,0)", Ха (0,0,0)7. 


习 题 五 
52137 
1. oT to 3 
2. La DG—DG—- 34 Èra 2) a3) 
一 工 z(z 一 1D)(z 一 2)， 
6 
3. 0. 1214. 
6. 1.94472. 
217 -NN 
7. үр(?3'—63х*—234х+324). 


8. /(1.682)^=2. 5957, f(1. 813)л=2. 9833. 
11. 0.875, 35.375. 
12. 0.5. 


14. f(0. 45) —0. 798626, |R|< 记 X10 


70. 82)=—0. 198607, |R <+ xX10-2. 
15. 2. 498X107. 


16. (1) 一 3z 十 13z2 一 17z 十 9， TSO OaD a2, 
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&Є (1,2); 
$ А. ые. DL 1 ро уж 2 
(2) r от КУХ 1, Ой (2) (2—1) (2—2) (2—3). 
ёє (1,3). 
5,160) =ke), relo], 


17. DILE aD a23), zx€E[1,2], 
Ss(z)= 吉 (x 一 3)?(z 一 2)， z€ [2,3]; 
5\бю)=дуг(1—х)(19л—26), 2610,1], 


D 450600 000—106 2052—10), zxE[1,2]， 


S= 63—0)6—20062—), хЄ[2,3]. 
习 题 六 

1. zi=2.9794, z,=1. 2259. 

@ (z=)=7.464xz+3.916; 

Ф.х) =0. 30124-6. 312z 十 4. 978. 

y=0. 973 十 0. 05022. 

0010. 658, a=4. 627. 

y=95. 3524+ 2. 23372. 

‚ [=5. 63567? *%, 

y=3.072e% 5, 

у=2. 404-1. 601lnz. 


ө 


onana y 


习题 七 


1. 0.68394, 0. 63233, |R,|<0. 08333, |R,|<0.00035. 
з. 提示 用 /(z) 的 泰勒 展开 式 . 
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5.03292. 
0. 886319. 
0.836214. 
0.71327. 
0. 28425. 


олоо р 


зал 


1. 200.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
欧 拉 法 у. 1 0.9 0.82 0. 75676 0. 70849 0. 67430 
预 估 校正 у, 1 0. 91 0. 83680 0. 77858 0. 73435 0. 70364 


š, 40 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Уһ 1 1.72755 2.74295 4.09204 5.82617 7.99184 

4. х, 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
y, 0 0.0214 0.0918 0.2221 0.4255 0.7182 
2198116 5 

6. a= 12” b 12° €512 


Q $ Oš 0.4 0.6 0.8 1.0 
y, 1 1.222 1.493 1.823 2.226 2.718 
х, 1 1.019 1.071 1.150 1.250 1.370 
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